FiZIKTE MATEMATIK YONTEMLER

FONKSIYONLAR

“Eger x kiimesindeki her bir x elemanina y’de tam olarak bir tek y elemani karsilik geliyorsa, bu iliskilendirmeye x
kiimesinden y kiimesine bir fonksiyon denir. f:x=>y, x kiimesine f'nin tanim kiimesi, x’e karsilik gelen y kiimesine de
deger kiimesi denir.” Ornek: f(x)=y=3x*+2x-1, burada y bagimli x ise bagimsiz degiskendir.

Ornek: f(x)=(x?-x-6)"2 ve g(x)=2x/(x?-3x-4) fonksiyonlarin tanim ve deger kiimelerini bulun.
Cozim: x2-x-620 >(x-3)(x+2)20 > x>3 ve x>-2 >TK : (-0, -2] ve [3, +0), GK:[0, +o0)
(x2-3x-4)#20 > (x-4)(x+1)#0 > x4 ve x#-1 - TK: R-{-1,-4}, GK:R

Ornek: f(x)={ x<0 igin x?, x>0 igin (2x+3). Fonksiyonunun grafigini cizin ve k=[f(-2)+f(0)]/[4f(3)] ise k’y1 bulun.

Cozim:
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k=[(-2)*+ (3)1/[4.(9)]=7/36
Ornek: f(x)=[ logz(x-3)+(x?+5x+6)]/[1-sinx] fonksiyonunun tanim kiimesini bulunuz.

Cozim:

Ornek: f(x)=13x+41/(Ix+21-5) fonksiyonunun en genis tanim kiimesini bulunuz.

Cozim:

Ornek: f(x)=[x] tam deger fonksiyonunun [-2, 2] araliginda grafigini ciziniz.

Cozim:



Bileske fonksiyonlar: - Aritmetik Birlesimler

“f ve g iki fonksiyon ise bunlarin dort islemi séyle tanimlanir: 1) (f+g)(x)=f(x)+g(x), 2) (f-g)(x)=f(x)-g(x), 3)
(f.8)(x)=f(x).g(x), 4)(f/g)(x)=f(x)/g(x) burada g(x)=0.

Fonksiyonlarin bilesimi = f ve g iki fonksiyon; (fog)(x)=f(g(x)) ve (gof)(x)=g(f(x)).
“Fonksiyonun grafiginin seklini degil sadece yerini degistiren donlisime kati dénlsiim denir.”

y=x’+1

o 4

Dogru denklemi: y-yi=m(x-x1) veya (x/a)+(y/b)=1, burada a x eksenini, b ise y eksenini kestigi noktadir.
Ornek: Sekildeki dogrunun denklemini bulunuz.
ty
4

Cozum: y=(-4/3)x+4
Rasyonel fonksiyonlar: f(x)=p(x)/q(x)

Der[p(x)]>der[q(x)] ise bolum r(x) egik asimtot dur. Der[p(x)]=der[q(x)] ise bolim limyse f(x) yatay asimtot dur.
d(x)=0 yapan x degerleri diisey asimtot dur.

Ornek: a) y=(x?>-5x+6)/(x-4) asimtotlarini bulun ve grafigini gizin. b) y=(3x?+2x-2)/(x*+3x+2) asimtotlarini bulun ve
grafigini cizin.

Transdant fonksiyonlar: Bunlar y=x" olarak (n irrasyonel) da ifade edilen fonksiyonlardir. Trigonometrik ve e**
tipindeki fonksiyonlar buna 6rnektir.

Y y

y=sinx y=CO0SX

< 0 I 7{\ »X <~ O—af2—RrR/2 —» X

“Trigonometrik fonksiyonlar periyodik fonksiyonlardir. Y=sinx tek, y=cosx ¢ift fonksiyondur.” Trigonometrik
fonksiyonlar icin; sinx=sin(x+2m), cosx=cos(x+2m) buradaki 21 periyottur. Tanx=tan(x+7), cotx=cot(x+m) burada nt
periyottur. Y=D+Asin(Bx+C) tipindeki fonksiyonlarda grafik ¢izerken; D dlsey kaydirma, B periyodu degistirerek yatay
esnetme, C ise yatay oteleme 6zellikleri kullanilabilir.

Ornek: y=3+2sin (x+11/2) fonksiyonunun [-2m, +2m] araliginda grafigini giziniz.



Ters fonksiyon: “f:A->B birebir ve 6rten f1:B->A tanimli fonksiyon ters fonksiyondur.

Ornek: f(x)=5x+2 ise f(x) nedir? Coziim: y=5x+2 = x=(y-2)/5 = f(x)=(x-2)/5.

Ornek: f(x)=(3x+4)/(2x-5) ise f1(x) nedir? Céziim: +3 ile -5 yer ve isaret degistirir; f(x)=(5x+4)/(2x-3).
Birim fonksiyon: “f(f(x))=f*(f(x))=I, buradaki | birim fonksiyondur.”

Ornek: f(x)=2x-1 in birim fonksiyonu nedir? Céziim: f(x)=(x+1)/2 >f(f(x))=2[(x+1)/2]-1=x dir.
isaret fonksiyonu (Sgn): Sgnf(x)={f(x)<0 ise -1, f(x)=0 ise O, f(x)>0 ise 1 }.

Ters trigonometrik fonksiyonlar: y=sin"x=arcsinx burada -1<x<+1, x=siny > -1t/2<y<+1/2.

Ornek: y=sin{(1/2)-> %=siny >y=mn/6.
Ahstirmalar:

1) y=tan[sin}(3/4)] kactir?

2) y=arccosx in grafigini ciziniz.

3) f(x)=3+(2x-1)¥2 = f(x) ‘i bularak grafigini giziniz.

VEKTORLER

“Vektor: yona, belirli buyukligi ve dogrultusu olan niceliktir”.

<y




Burada a,=acos6 ve a,=asin@ dir. d = a, + @, = a,X + a,y =(ay, a,) , a vektoriiniin iki boyutta (x-y diizleminde)
gosterimidir.
Vektorlerin toplanmasi: “ Vektorler uc uca eklenerek, iki vektoriin baslangic noktalari bir araya getirildikten sonra

paralel kenar kurali kullanilarak, vektorler koordinat sistemine yerlestirilip bilesenlerine ayrilarak toplama islemi
yapilabilir (bileske vektor bulunabilir)”.

ol

A+B=C
Uc uca ekleme paralelkenar
Paralelkenarda A ve B vektorleri arasindaki aci 0 ise C vektoriiniin biiyiikligi C? = A% + B? + 2AB cos 8 dir.
Ornek:d = (2,3), b=(-1,4) ise d+b =¢ ve 2d — b = d yi bulunuz.
Cozim: c=(2,3)+(-1,4)=(1,7) > |¢] = 5V2 , d=2(2,3)-(-1,4)=(5,2) > |d| = v29
Ornek: a=(2,3,0), b=(0,1,4) icin a+b yi bulunuz.

Coziim: a+b=(2,3,0)+(0,1,4)=(2,4,4) >la+bl=6

Ornek: Fi=3 N

60° F,=2N sekildeki vektorlerin bileskesini bulunuz.

C6zim: R?=22+3%42.2.3.(1/2)=19 > R =V19 N

Vektorlerin ¢arpilmasi:

1)skaler carpim (Nokta garpimi): @. b = |d|. |b|. cos @ , burada 6 vektérler arasindaki agidir. @. b =
(ax‘ay ) (bx, by) = (ayby + ayb,). iki vektor dik ise skaler carpim sifirdir.

Ornek: a=(4,2,-1), b=(-2,3,0) > a.b=?

Cozim: a.b=(4,2,-1).(-2,3,0)=(-8+6+0)=-2

2)Vektérel garpim (kros carpim): d X b = (a, a,,a,). (by, by, b,) = (ayb, — azby, azby — ayb,, axhy, — ayby )

i j k
veyad xb =[x a, a;|, @dxb=|d| |B|.sin9.ﬁ burada n, a ve b’nin bulundugu diizleme dik birim vektérdiir.
by b, b,
k
J

i ixj=k, jxk=i, kxi=j, jxi=-k, ixk=-J, kxj=-i (saat yoni -, tersi +)



Alstirmalar:

1)Bir noktaya F1=(4,3, -1)N, F»(6,-2,3)N ve F; kuvveti ayni anda etki edince nokta hareketsiz kalmaktadir. Buna gore F3
kuvvetinin blyukligu kag N dur?

2)

20N 40N

4,
20N 20N

Sekildeki vektorler ayni diizlemdedir. Bileske vektor kag N dur?

3) a=(4,2k,-1), b=(k?, 3,2) vektorleri birbirine dik ise k nedir?

S
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4) a=(2,-1,3), b=(0,2,-4), c=(1,-3,0) sekildeki vektorler icin

=7, a ile b arasindaki a¢I nedir?

N

5) Ornek: a=(1,2,3), b=(4,0,-1) > @ x b nedir?

LIMIT

lim f(x) = lim+f(x) = L - lim f(x) = L yani x, a’ya yaklasirken f(x) in iki tarafl limiti var ve L ‘dir.
xX—a x—-a xX—-a

Parcali fonksiyonun limitinde;

Ornek: f(x):{ x? X <3 5lim fx) =2
—2x+15 x>3 x-3

,}H?- x2 =9ve xligl)f(—Zx +15)=9 %}lci_rg f(x)=9.

Ornek: f(x) = % - Jl(i_r)r(1)f(x) =?



e ae . —-X . X
Cozim: lim —=—-1- lim ==1
x—-0" X x-0tx

Limit kurallari:

1)limb=>b, 2) li_r}nbf(x) =b. li_r)n fe) , 3) lim[f(x) +g(x)] = lim f(x) + lim gx),

x—-a

4) llm f(x) glx) = llm f(x) llm gx), 5) llm e _ 2 6)11m [FOOI" = [llm foo* 7)11m Vflx) =

ag(x) lim g(x)
"/chinglf(x), 8) f, (a,b) acik araliginda her noktada stirekli ise lim_ f(x) =f(a)ve 1ir1§1_ f(x) = f(b) [a,b] kapali
hd xX—a X—

araligi tzerinde sureklidir. 9))lci_r)rglf(g(x)) = f()lci_r:rcllg(x)) = f(L).

“Ara deger teoremi: f, [a,b] araliginda f(a)=f(b) olacak sekilde siirekli bir fonksiyon ve N, f(a) ile f(b) arasinda herhangi
bir say! ise, bu durumda f(c)=N olacak sekilde a ve b araliginda en az bir c sayisi vardir.”

“Sikistirma teoremi: Bir a noktasini iceren bir agik araliktaki her x igin g(x)<f(x)<h(x) olacak sekilde, f, g, h

fonksiyonlari verilsin. Eger lim g(x) = L ve lim h(x) = L ise, bu durumda lim f(x) = L olur.”
xX—a xX—a xX—a

Ornek: lim x? 51n—=

x—0

Cozim:

. - © 0
“Limitte belirsizlikler: — 5 » @0, 0.0, 0% oo’ ve 1® “

2
5x2+4x+3 (5+7+-7) 5
Ornek: lim 22222, 1im 2 belirsizlik. lim o) S
x—00 3X2+2x —1 X—00 x—00 x2(3+2/x—1/x2) 3
Alistirmalar:

1) lim

3x2+2 I|m|t|n| hesaplayiniz.
X—00

. 4x2
2) J}l_lllo /m limitini hesaplayiniz.

3) lim (x —Vx*+2x% + ) limitini hesaplayiniz.

X—00

. 25-x% . ...
4) lim —— limitini hesaplayiniz.
x-5 5—Xx



5) lim

X—00

3x—-1 x2-1

2 5x244Y ..
( ad G )I|m|t|n| hesaplayiniz.

. =1 \/§X ) e ege
7)xl_1)rzloosm (4x2+5 limitini hesaplayiniz.

8) limIn (%) limitini hesaplayiniz.

X—00

2 -
9) lirr}x :Zx 3 imitini hesaplayiniz.
xX— -
.. 3sin2x . .. .
10) 11rr(1) limitini hesaplayiniz.
X—

11) lim (ZQ,CH - i) limitini hesaplayiniz.
x—0t \ sinx 4x

12) lim xY/'™* [imitini hesaplayiniz.
x—-0%

3x
13) lim (1 - E) limitini hesaplayiniz.

X—00

14) lim —22*

—————— limitini hesaplayiniz.
x—0 Sin3x.cos2x

15) lim In(sinx)

Y2 @x-m)? limitini hesaplayiniz.
XOT -



16) lim x (g —tan~! x) limitini hesaplayiniz.

X— 00

17)Atmosferde kendini ucaktan serbest birakan bir parasitlilye; G=640 N agirlik ve F4=10.v? N’luk hiza bagh bir direnc
kuvveti etki ediyor. Bu parasttltnin yere inis hizi (limit hizi) kag m/s olur?

TUREV

[T sekdindedir. f/(x)=df(x)/dx seklinde de

“y=f(x) fonksiyonunun x noktasindaki ttrevi, f'(x) = }lirr(l)

gosterilir.”

2_ 21 [y2_
[(x+h)*=3]-[x*-3] 9}llirr(l)h(2x+h):2x

Ornek: f(x)=y=x>-3 > y'=dy/dx=}tirr(1)

Tirevin Kurallan:
1)y=A.x" > y’=A.n.x"?, y=B=sabit >y’'=0
2)y=A.u" = y’=A.n.u™L.u’ , burada u’=du/dx dir.

3)f(x)=g(x).h(x) = f'(x)=g’(x).h(x)+g(x).h"(x)

: )R =g
W) =515~ 16 = £ o0 =

5)l.tirev y’=Ff(x)=df(x)/dx, Il.tirev y”’=f"(x)=d*f(x)/dx?, n.tirev y"=d"y/dx" . Fizikte zamana gére tiirevler; y(t) =

dy(t) . _d*y() . .. -
5 y(t) = - seklinde gosterilir.

Trigonometrik ve listel fonksiyonlarin tiirevleri:
1)y=sinx = y’=cosx, y=A.sinu - y’=A.sinu.u’

2) y=cosx —» y’=-sinx

3) y=tanx > y’=1+tan?x=sec?x

4)y=cotx > y'=-(1+cot?x)=-cscx

1

5)y=arcsinx > y' = —
-1

6)y=arccosx » y' = Newe

1—x2

7)y=arctanu >y’ = # , y=arccotu >y’ =

—ur
1+u?

ur

8) y=arcsecu - y' = e

9)y=e" - y'=e".l’

10) y=a" - y’=a".Ina.u’



11) y=lnu > y’=u’/u
12) y=sinhx = y’=coshx , y=coshx - y’=sinhx

13) y=tanhu - y’=sec’hu.u’, y=cothu - y’=-csc*hu.u’

= i —-— L = — w
14)y=arcsinhu -y’ = -==, y=arccoshu >y —
15) y=arctanhu > y" = — burada lul<1, y=arccothu >y’ = :—;2 burada lul>1.

16)Ters fonksiyonun tiirevi; (f1(x))’=1/f (f(x)). (Burada énce y yerine x yazilip dx/dy bulunur, sonra bu ifade ters
cevrilerek dy/dx bulunur).

Kapali fonksiyonlarin tiirevi:

“ df(x,y)/dx = Burada x ve y nin ikiside degisken ve y, x’e bagli oldugundan tlrevinin alindigi yerlere y’=dy/dx garpani
getirilir”.

Ornek: f(x,y)=4xy?-3y+2x*+5yx?-1 ise df(x,y)/dx tirevini aliniz.

—4y%—-10xy—4x

ory 3152 " Bu turev f'=-f,/f, kuraliyla da alinabilir.

Cozlm: 4y*+4x.2yy’-3y'+4x+5y'x*+5y.2x=0 >y’ =
Zincir kurali:

o ay _ayax
Y_f(X) ve X_g(t) 9 dt - dx dt

Ornek: y=x>+3x+4 ve x=4t3+5 ise dy/dt nedir?

Cozum: dy/dx=2x+3, dx/dt=12t> - dy/dt=(2x+3)(12t%)=(8t3+13)(12t?*)=96t>+156t°.

Alstirmalar:

1)y=4x*+2x-5 ise y'=?

2)y=3x+4(2x-5)% > y'=?

3)y=(2x*+3)(x*+4) > y'=?

4)y=(ax*+bx+c)" > y'=?

5)y=x" (m>0) > y"=?

3x+1
5x—2

6)y = -y =7

_ (x_l)z r—9
Ny = GrrE Y T




8)y =vV5x2—4 ->y'(1) =?

9) y=sin(2x3+3x-1) > y’=?

10) y=sin® - y’(1/6)=?

11) y=x2.cos3x > y’=?

12)y=tan2x+(1/sinx) > y’=?

13)y=sinx.sinix > y’=?

14)y = e5XP+2x+1 y' =?

15)y=3"" - y'(0)=?

16)y=In(x>-4) > y”’=?

17)y=In(sinx/x)=> y’(n/2)=?

18)y = tan"1(x? +2) — V1 —sin3x + xl;l: (x3-2)* > y' =?

1_

Tirevin uygulamalar:
1)Dogrusal hareket:
Dogrusal harekette hiz fonksiyonu v(t) = %s(t), ivme fonksiyonu a(t) = %v(t) seklindedir.

Ornek: Dogrusal bir yolda hareket eden bir cismin yaptigi yer degistirme zamana bagli olarak x(t)=4t?+3t-2 (metre)
seklindedir.

a)Cismin t=3.saniyedeki hizini ve ivmesini bulunuz. b)Hiz-zaman grafigini ¢iziniz.



Cozim: a) v(t) = %x(t) =8t+3->v(3)=27m/s. a(t) = %v(t) = 8 > a(3)=8 m/s?

b) A v(m/s)

27/
3

0 3 s>

2)Baglantili oranlar:

Ornek: 4 km yiikseklikteki bir ucak yerdeki bir g6zlem radarinin tizerinden direkt olarak gegmektedir. Yiikselme agisi
60° oldugunda bu acinin dakikada 30° lik hizla azaldig1 gézlenmektedir. Buna gére ucagin gegis hizi kag km/dk dir?

Cozam:
......................... Xeoooooe o —
4 kn r
i
L \O=60°
dx dr . do . dr cos6 do —7.c0s%0 . de .
X=r.cos@ QE = Ecos@ - rsm@a , h=rsin@ > == Taear v(t) = ( g T-sin G)E . Seklin
-4
. 4 -r do -x do Nl 8m
= — = —_——_— = = -
geometrisinden x Nl bu durumda hiz v(t) P v(t)eo Bis 5 km/dk olur.
22
Ornek:
A
H
h
v

Sekildeki koni tankin tabaninda birim zamanda a hacminde su sizmaktadir. Tank baslangi¢cta tamamen doludur. Su
yuksekligi h oldugunda: a)Suyun seviyesinin degisim orani nedir? b)Su ylzeyinin yaricapinin degisim orani nedir?

3
Coziim: Sekildeki durumda V = %n(RZH —1r2h) , seklin geometrisinden r/R=h/H dir. a) V = %T[RZ (H - %) -
dh a.H?
= - — = ——
dt 3" H? dt dt TRZh?

b)Burada r zamana gore degismektedir (h=rH/R alinir) . Yine dV/dt=0 dan dr/dt bulunur.

3)Fonksiyonlarin ekstremumlari (Maksimum ve minimumlari):



a)Mutlak ekstremumlar: f'nin tanim kiimesindeki her x icin f(x)<f(a) ise, f(a) sayisina f'nin mutlak maksimumu denir.
f(x)=f(a) ise f(a) sayisina f'nin mutlak minimumu denir.

Ornek: f(x)=3x?-4x+5 ekstremum noktalarini bulun.
Cozum: df(x)/dx=6x-4=0 > x=2/3 > f(2/3)=3.(2/3)?-4.(2/3)+5=11/3 de mutlak minimumdur.

b)Yerel esktremumlar: a’yi iceren bir agik araliktaki her x igin f(x)<f(a) ise f(a) sayisi f'nin mir yerel maksimumudur;
f(x)=f(a) ise yerel minimumudur. Ug noktalardaki ekstemumlar hari¢ her mutlak ekstemumlar ayni zamanda bir yerel
ekstremumdur. f'(x)=0 yapan x sayilarina da kritik sayilar denir ve yerel ekstemumlar kritik noktalarda ortaya ¢ikar.

Ornek: f(x)=x?/(x-2) nin kritik sayilarini bulun.

Cozum: f(x)=[2x(x-1)-x?]/(x-2)=0 = x2-4x=0 -> x=0 ve x=4

4)Ortalama deger teoremi: Rolle teoremi: f, [a,b] araliginda siirekli ve (a,b) araliginda tirevi alinabilir bir fonksiyon
olsun. Eger f(a)=f(b) ise bu durumda (a,b) araliginda f'(c)=0 olacak sekilde en az bir c sayisi vardir.

Tlrev icin ortalama deger teoremi: (a,b) araliginda f'(c)=[f(b)-f(a)]/(b-a) olacak sekilde bir c sayisi vardir.
5)Artan/azalan fonksiyonlarda tiirev testi:

Ornek: f(x)=x?+6x-1 fonksiyonunun artan/azalan araliklarini belirleyiniz.

Cozim: f'(x)=2x+6 - 2x+6<0 >x<-3 ve 2x+6>0 > x>-3

-0 -3 +00

|

azala\A /;rtan

6)Lopital kurali:

0/0 ve oo/ belirsizliklerinin limitlerinde belirsizlik bitinceye kadar pay ve paydani tirevi alinir; lir% ";Eg =
X

2 Lox=sinx ..o

Ornek: lim —=— limitini bulunuz.
x>0 X

x—sinx 0 . 1—cosx __

=-> lim
x 0 x>0 3x2

Coziim: lim
x-0

1-2cosx

Ornek: lim

limitini hesaplayiniz.
x-m/3 T—3X play

7)Grafik ¢iziminde birinci turev:

Bir f fonksiyonu, f'/x) in isaret degistirdigi bir a kritik noktasinda yerel ekstremuma sahiptir.

Ornek: f(x)=x3-3x+2 fonksiyonunun yerel ekstremum noktalarini bularak grafigini ciziniz.



Cozum: f'(x)=3x2-3=0 - x=1 ve x=-1; f(1)=0 ve f(-1)=4

y.max y.min

A

v

8)Grafik ¢iziminde ikinci turev:

Eger (c, f(c)) noktasi f fonksiyonunun grafigi icin bir blikiim noktasi ise bu durumda ya f’(c)=0 ya da f”’(c) yoktur.
F’(c)>0 ise f(c ) bir yerel minimumdur. F”’(c )<0 ise f(c ) bir yerel maksimumdur. F’(c )=0 ise f(c ) nin ektremum olup
olmadigi sdylenemez ve bu durumda birinci tiirev testi yapilir.

Ornek: f(x)=x(x-4)* fonksiyonunu biikey araliklarini bularak grafigini ciziniz.

Cozum: f(x)=0 igin x=0 ve x=4 dur. F’(x)=(x-4)3+3x((x-4)*>=0 - x=1 ve x=4 dir. F’(x)=2(x-4)(4x-4)+(x-4)*4=0 > x=4 ve
x#R.

4

Y27y

Ahstirmalar:

1) f(x)=x3-6x2+2 nin [-3,2] araliginda mutlak ekstremum degerlerini bulunuz.

2) f(x)=sinx-(1/2)cos2x ‘in [0,2m] araliginda mutlak ekstremum degerlerini bulunuz.



3) f(x)=-x*+3x-2 fonksiyonunun yerel maksimumunu yada minimumunu bulunuz.

4) f(x)=x3-24.InIxI fonksiyonunun yerel ekstremumlarini bularak grafigini ciziniz.

5)Bir dogru boyunca hareket eden bir cismin konum fonksiyonu zamana baglh olarak x(t)=t?+5t+3 seklindedir. Bu
cismin hiz ve ivme fonksiyonlarini bulunuz.

6) Surtiinmesiz ortamda bir cisim disey olarak yukariya dogru v ilk hiziyla atiliyor. Yercekimi ivmesi her yerde sabit
ve g olduguna gore cismin gikabilecegi maksimum yukseklik verilenler tiriinden nedir? Cismin havada kalma siiresi
nedir?

INTEGRAL

BELIRSIZ INTEGRAL:

Her x € | igin F’(x)=f(x) ise F fonksiyonuna, f fonksiyonunun I araligindaki ters tiirevi denir. Ters tiirevler bir sabit kadar
farkidir. [ f(x)dx = F(x) + ¢ seklinde integral olarak gésterilir (Bu sembol Leibniz tarafindan tanimlanmistir).

Bazi belirsiz integraller:

_ ) n it ) 1 _ ] _
1) [a.dx = ax + ¢ (asabit), 2) [ x"dx =——+c (n#1), 3)fxdx =Inx + ¢, 4) [ sinx.dx = —cosx + ¢, 5)
[ cosx.dx = sinx + ¢, 6)[sec’x.dx =tanx +c , 7) [ csc®x.dx = —cotx + ¢, 8) [ secx.tanx.dx = secx +

L ~dx =tan"'x + ¢, 12)
1+x

- _ 1 — in-1
¢, 9) [ cscx.cotx.dx = —csex + ¢, 10)fmdx sin"'x +c¢, 11) [
1 _ -1 x _a* x — X i
f—xmdx—sec x+c¢,13) [a dx—ma+c, 14) [e*dx = e* + ¢, 15) [ coshx.dx = sinhx + ¢, 16)
[ sinhx.dx = coshx + ¢

Ornek: [ (2 + x3 — sinx + % +— —sec’x + Zex) dx integralini hesaplayiniz.

3

1+x
4

Gozlim: 2x + xr + cosx + 4.Inx + 3tan"'x — tanx + 2e* + ¢

integral icindeki ifadeyi uygun hale getirme kurallar::



1)Degisken degistirme:

Ornek: [(3x + 1)*dx integralini hesaplayiniz.

Coézlim: 3x+1=u - 3.dx=du ; f%u‘*du = gu?s +c= %(Bx +1)%+c¢
Ornek: [ sin3x. dx integralini hesaplayiniz.

Cozlim: 3x=u = 3x.dx=du ; gfsinu. du = —écosu +c= —%cosBx +c
Ornek: [ sin* x . cosx.dx integralini hesaplayiniz.

Coziim: sinx=u > -cosx.dx=du ; — [ u*du = —u?s +c= —%sin5 x+c
Ornek: [ e3*dx integralini hesaplayiniz.

Coziim: 3x=u = 3dx=du > dx=du/3; éf e¥du = §e” +c= §e3x +c

Ornek: f mtegralml hesaplayiniz.

Codziim: Pay ve payda e ile carpilirsa; f —dx olur. e¥=u -1+ edx=-du/2 ; — = %u = —%lnu +c=
;lnll +e ¥ +¢

Ornek: f% integralini hesaplayiniz.

Coziim: x*+1=u = 2x.dx=du >x.dx=du/2; %f%u = %lnu +c= ;lnlx2 +1|+c¢

Ornek:

Coziim: 2/x=u >(-2/x3)dx=du > dx/x*=-du/2 ; %f etdu = —%e“ +c= —%ez +c

Ornek: f\/% integralini hesaplayiniz.

Cozuim: Karekok ici 3 parantezine alinir; V3 [1 — (\/_)2 sonra T =u->dx = f %sin‘1 (%) +c

2)Rasyonel kesirlere ayirma:

ff(x) dx ‘de f(x) ve g(x) polinom fonksiyonlar; a)f(x)2g(x) ise bélme islemi yapilir, b)f(x)<g(x) ise g(x) carpanlarina,

sonra da rasyonel kesirlerine ayrilir.

Ornek: fzx L

dx—>f(2x+6+£)dx—f(2x+6)dx+f—dx—x +6x+19In|x —3|+¢

dx_>é+£+L— 2x-1

-1) x  x2 x-1 x?%(x-1)

C=1, x=-1 igin A=-1 olur. f;dx + f%dx + fﬁdx = —Inx —§+ Inlx —1| +¢

Ornek: f S>Ax(x — 1)+ B(x — 1) + Cx? = 2x — 1 > x=0i¢in B=1, x=1 icin

+1 Ax+B C x+1
Ornek: fmdx i 2ra 11 = m - (A+C)X2+(B-A)X+(4C-B):X+1 - A=-2/5, B=3/5, C=2/5 olur.
de +f =—l[f ~dx +3f ]+ f - >— [—ln(x +4)+ ~tan~ ()]+Eln|x—1|+c
x2+4 5 5

Ozel trigonometrik integraller:



1)f tanx.dx = —In|cosx| + ¢, 2) [ cotx.dx = In|sinx| + ¢, 3)[ secx.dx = In|secx + tanx| + ¢
4) [ cscx.dx = In|cscx — cotx| + ¢

Bazi cebirsel integraller:
1
1)f\/_—sm 1( )+c Z)IW—;%C 1( )+c 3)f\/_ Inu+Vu? —a?| +c,

)fuz az— | Infu +Vu? + a?| +c,

|u+a

_ -1
u u2+a a

a+Vu2+a
u

+e, 6) =

u—a

|+c

Not: Bu tirden integraller alinirken trigonometrik déntstimler yapilir/yapilabilir.

f cos6.d6
1-sin2 6

Ornek:

= fco > = [ secd.dd = In|sect + tanf| + ¢ >

1-x2

1-x2

Koékli integral formiilleri:

/ 2T
1)f u"™Va + bu.du - a + bu = t dénisimi yapilir. 2) [ Vu? F a? du = wia? —ln|u +Vu?+¥a | + c veya
a+vu +a

trigonometrik déniigiim yapilir. 3) [ wiHa? gy = vu? + a? —aln |———— =Vu? —a? -

[ 2T 2 [ 2% ,2 _ 75z a?sin~1(%
CI.SGC_1|E|+C 5 f u“+a du=—(u—+a>+ln|u+w/u2+a2|+c,6)f~/a2—u2du:“ (12 u + (a)_l_

2
+c¢,8)[V2au —u? du = a? — (u—a)?du - u—a =t dénusimi yapilir.

c,7f (@ u2)3/2 =% \/—
Ornek: [ Vx2 + 4 dx integralini hesaplayiniz.

2
¢oziim: I.Yol: [Vx2 + 4dx = % Vx2 4+ 22 + 27ln|x +Vx% 4+ 22|+ ¢

1+cosh26

II.Yol: x=2sinh® -> dx=2cosh8-> [ 4cosh?0.d6 = 4 [ d6 = 26 + sinh20 + ¢

3)Kismi integrasyon:
Carpimlarin integrali; — [f(x) g@)] = f'()gl) + f(x)g'(x) » f:—x[f(x)g(x)] dx — f;i—ig- dx + fz—zf- dx —
[f(x)g' (x)dx —f(x)g(x) —[g)f'(x)dx; [udv=uv—[v.du.

“Genelde integral icindeki fonksiyonlar farkli tiirden fonksiyonlar ise kismi integrasyon kullanilir. Polinom x
trigonometrik, polinom x logaritmik veya Ustel, {istel x trigonometrik.”

Ornek: [ Inx. dx integralini hesaplayiniz.

Cozim: Inx=u - du=(1/x)dx, dx=dv > v=x; [ Inx.dx = x.Inx — fxidx =xlnx —x+c

Ornek: [ x.sin2x. dx integralini hesaplayiniz.

Coziim: x=u - du=dx, sin2x.dx=dv - v=-(1/2)cos2x; = x (—%cost) + %f cos2xdx — _Txcost + %sian +c
Ornek: [ xe*dx integralini hesaplayiniz.

Coziim: x=u > du=dx, e*dx=dv > v=e*; [ xe*dx = xe* — [e¥*dx = xe* —x + ¢

Ornek: [ e?*cos3x. dx integralini hesaplayiniz.



Cozim: e*=u > du=2e?dx, cos3x.dx=dv - v=(1/3)sin3x; %ezxsian - %f e?*sin3x.dx - 2.terim icin tekrar kismi
integral alinirsa (A); e*=u - du=2edx, sin3x.dx=dv - v=(-1/3)cos3x; A = —%ezxcos?,x + gf e?*cos3x.dx >

Tekrarlayan integral esitligin soluna atilir, hesaplanacak integral ile toplanir ve basindaki sabit sag tarafa gegirilir.
[e**cos3x.dx = 13—3e2xsin3x + %ezxcos?;x +c
Ornek: [ x?e *dx integralini hesaplayiniz.

Coziim: x*=u = du=2xdx, e*dx=dv > v=-e*; =—x%e™* + 2 fxe‘xdx - tekrar kismi integral, x=u ->du=dx, e*dx=dv
S>v=-e*; [x%e¥dx = —x%e ¥ —2xe ¥+ 2[eFdx =—e¥(x*+2x+2)+¢

Ornek: [ sin™! x. dx integralini hesaplayiniz.

e -1 _ dx _ _ _ =1 X _ io—1 2
Ozim:u=sin""x pdu=——,dv=dx »v=x;=xsin" " x— | =—dx =xsin""x+V1l—x*+c¢
¢ Vi—x2z’ ’ f\/l—xz

LAPTU Tablo yéntemiyle integral alma: “ LAPTU; Logaritma, arc (ters trigonometik), polinom, trigonometrik, tstel
anlamindadir. integral iginden tiirevi ve integrali alinacak fonksiyonlar belirlenerek, tiirev alimi sifirlayincaya veya
tekrar ayni fonksiyonlar elde edilinceye kadar i¢clem tekrarlanir. Sonra sirayla + ve — isaretleriyle ¢apraz ¢arpimlar
yapilip, bulunan ifadeler toplanarak sonug elde edilir. Tekrarlama durumunda ise bulunan ifadenin son satiri igin N=1-
a.b katsayilar carpimindan integralin katsayisi elde edilir ve bu katsayi bulunan ifadeye boéltundr. ”

Ornek: [ x%.cosx.dx integralini hesaplayiniz.
Cozim:

Tirev integral

2

x%  cosx
2x —sinx

2 —cosx

0  -sinx [ x2.cosx.dx =x*sinx+2x.cosx-2sinx+c

Ornek: [ x3.e72*.dx integralini hesaplayiniz.
Cozim:

Tirev integral

3 —2x

X e

3X2 __e—Zx
2

1 _
6x —e %X
4

6 -1 o= 2%
8

0 ie—Zx
16

_ o (-1 3 3. 3
[x3e™Zdx=e 2X(—)(3+—X2——X——)+C
2 4 4" 8

Ornek: [ sinx. cos2x. dx integralini hesaplayiniz.

Ornek: [ e ?*sin3x.dx integralini hesaplayiz.



Trigonometrik fonksiyonlarin kuvvetleri integralleri:

[ sin™ x. cos™ x.dx tipindeki integrallerde m ve n nin tek veya ift pozitif tam sayi olma durumu dikkate alinir. Sinx
veya cosx carpani seklinde yazilarak ve “sin?x=(1/2)(1-cos2x), cos®x=(1/2)(1+cos2x), sinx.cosx=(1/2)sin2x” dzdeslikleri
kullanilarak integral hesaplanir.

Ornek: fsin3x. cos?x. dx integralini hesaplayiniz.

—cos3x  cosSx

3 + 5

¢oziim: [ sin3x.cos?x.dx = [(1 — cos?x)sinxcos3xdx = — [(1 — u?)u?du = +c

Ornek: [ sin*x.dx = [(1 — cos?x)sin?x.dx = [ sin®xdx — [ sin®xcos®xdx = %f(l — cos2x)dx —
%f sin?2xdx = %(x - %sian) —%(x - isiné}x) +c

Ornek: [ tan?x.secx.dx = [(sec?x — 1)secxdx = [ sec?x.secxdx — [ secxdx = %secxtanx -
%ln(secx + tanx) + ¢

Farkh periyotlu trigonometrik fonksiyonlarin ¢arpimi integrali:
1)f sinmx. cosnx.dx , 2) [ sinmx.sinnx.dx , 3) [ cosmx. cosnx. dx . Bu tip integralleri hesaplarken;

1)sinmx.cosnx=(1/2)[sin(m+n)x+sin(m-n)x], 2)sinmx.sinnx=(1/2)[cos(m-n)x-cos(m+n)x], 3)cosmx.cosnx=(1/2)[cos(m-
n)x+cos(m+n)x] esitlikleri kullanihr.

; . o . _1(-1 _
Ornek: [ sin3x.cos2x.dx = 2f(sme + sinx)dx = > ( - C0S5X cosx) +c

Ornek: [ cos3x.cos5x.dx integralini hesaplayiniz.

Alhstirmalar:

2
1)[(ax® + b)%dx integralini hesaplayiniz. Cevap: a7x7 + a?bx‘* +b%x +c

x(=1)/n

dx . i
Z)fﬁ integralini hesaplayiniz. Cevap: =———+ ¢

(x24+1)(x2-2) . . .3 .13/3 _3 I -1/3
3)[ BT dx integralini hesaplayiniz. Cevap: 5% - X3 3x +c

dx H . . 1
a)[ T3 integralini hesaplayiniz. Cevap: ElnIZx +3|+¢

(3e)*
log(3e)

5)/ 3*e*dx integralini hesaplayiniz. Cevap:



x%+1 . L x?
G)Ide integralini hesaplayiniz. Cevap: 5 +x+2nlx—-1|+c

7)f( D dx integralini hesaplayiniz. Cevap: In|x + 1| + — + c

(x+2)—V5
(x+2)+V/5

8)f x2+4 dx integralini hesaplayiniz. Cevap: —lnl(x +2)2—5| - %ln | +c

; dx integralini hesaplayiniz. Cevap: Vx2 — 4 + 3ln|x +Vx2 — 4| +c

) =
10)f\/xxTz__1dx integralini hesaplayiniz. Cevap: %ln|x3 +Vx6—1| +¢c
11)f 1(x) dx integralini hesaplayiniz. Cevap: - [tan 1 G)]z +c
12)f xe~(*+3)dx integralini hesaplayiniz. Cevap e~ (¥*+3) 4 ¢

et . . o —1gt
13)fﬁdt integralini hesaplayiniz. Cevap: sin™*(e") + ¢

14)[ xsin(3x? + 4)dx integralini hesaplayiniz. Cevap: %cos(sz +4)+¢c

)[ pr—— dx integralini hesaplayiniz. Cevap: In|tanx| + ¢

tan3x—cot3x . .. 1 1
16)dex integralini hesaplayiniz. Cevap: 5ln|sec3x + tan3x| + a4



1
eX+1

17)f

dx integralini hesaplayiniz. Cevap: —In|1 + e ™|+ ¢

2 —
18)f\/%dx integralini hesaplayiniz. Cevap: 7"\/1 —x% 4+ %sin_1 x+c

19) [ x. sinx. dx integralini hesaplayiniz. Cevap: sinx-xcosx+c

20) [ x2e3*dx integralini hesaplayiniz. Cevap: %e3"(9x2 —6x+2)+c

21)[(x? — 2x + 5)e *dx integralini hesaplayiniz. Cevap: —e™*(x? 4+ 5) + ¢

22)f x.tan 1 x.dx integralini hesaplayiniz. Cevap: %(x2 +1)tan"1x — %x +c

1 . - C1 g (4x=3
23)f—mdx integralini hesaplayiniz. Cevap.ﬁsm ( - )+c

24)f3xzd_ﬁ integralini hesaplayiniz. Cevap: \/%tan‘1 (6\’/%1) +c

25)[ Vx — x? dx integralini hesaplayiniz. Cevap: i (2x — DVx —x2%2 + %sin_l(Zx -D+c

26)[(cosx)3dx integralini hesaplayiniz. Cevap: sinx —%(sinx)3 +c

. . - 1, 1,
27)[ sin’x. cos3x. dx integralini hesaplayiniz. Cevap: gsm3x — Esm5x +c



28) x+c

29)[ sin3x. cos5x.dx integralini hesaplayiniz. Cevap: ;—; cos8x + %cost +c

30)f cos (’2—6) cos( )dx integralini hesaplayiniz. Cevap: sm( ) + 35m( ) +c

dx (x—1)(x+3)3
31)f IO D) integralini hesaplayiniz. Cevap l Tt
1 ((x+1)? 1 —1 (2x-1
'6ln x2—x+1 +\/§tan (x/§)+c

(2x-1)
x(x—1)2(x%2+1)

1. _
—>tan Ix+c

33)

dx integralini hesaplayiniz. Cevap: ( + In

34)fd—x integralini hesaplayiniz. Cevap: tan™?! (1 + tan (g)) +c

cosx+2sinx+3

dx . . N S B ]
35)f ————— integralini hesaplayiniz. Cevap: \/ﬁtan (\ﬁ tanx) +c

3sin2x+5cos2x

36) [ xe*cosx. dx integralini hesaplayiniz. Cevap: %ex(xcosx + xsinx — sinx) + ¢



BELIRLi INTEGRAL:

Kalkiiliisiin esas teoremi: “ f, [a,b] araliginda sirekli bir fonksiyon ve F’ de verilen aralikta f'nin ters tirevi ise
f;f(x)dx =F(b) — F(a) dir”

("5rnek:f02(xz—3x+1)0lx:(%3—32i2+x)(1):(§—6+2)—(0):_?4

Ornek: f_nsé sin2x.dx = _71c052x [_7T7{/?’6 = —%[(_71) — (%)] = %
1

Ornek: f_ll(x2 +2)dx =2 fol(x2 + 2)dx = 2 [X—; + Zx] [0 = ; (cift fonksiyon 1)

Ornek: f_31|x —2|dx = f_zl(—x + 2)dx + f23(x —2)dx = [_sz + Zx] [_21 + [%2 - Zx] g =5

Bu sonug grafik cizilip alandan da bulunabilir.
. 1 ) 1 _ .
Ornek: f_l 2x.dx = x [_1 = 0 (tek fonksiyon!)

Ornek: f_TZ/ZZ(ZSinx + 3cosx)dx — sinx tek, cosx ¢ift fonksiyondur ve integral sinirlari simetriktir. Bu durumda tek
fonksiyonun integrali sifir, cift fonksiyonun 6 f:/z cosxdx = —6 olur.

Ornek: <= [ VAL +9.dt = [:—x (6x —1) — :—x(:s)] 4(6x—1)+9=6V24x +5

.. . d Vx .3
Ornek: — [ " sint®. dt

INTEGRALIN UYGULAMALARI:

1)Alan hesab:

a)Fonksiyon egrisi ile koordinat ekseni arasindaki sinirli alan:

f(x) in tanimli oldugu bélge icinde [a,b] arasindaki alan > f; f(x)dx dir.
Ornek: f(x)=x? nin [0,4] arasindaki toplam alani kag br? dir?

Cozim:

4 x314 64
A = z_d = —[ = —
fo T 0T
b)iki egri arasinda kalan alan:
f(x) ve g(x) egrileri arasinda kalan alan A = f:[f(x) — g(x)]dx dir (f(x)2g(x)).

Ornek: f(x)=x? ile g(x)=-2x+1 fonksiyonlari arasinda [0,3] araligindaki toplam alani bulunuz.

Cozim:



y=-2x+1

Fonksiyonlarin kesim noktasi x2=-2x+1 = x2+2x-1=0 = x = v/2 — 1 olur.
Ap = [P (20 + 1) — xPldx + [ [x? — (22 + D]dx = 15|
Ornek: y=x?, y=1/x? ve y=9 arasinda birinci bélgede kalan alani hesaplayiniz.

Cozam:

YT\y=1/x2 y=x? y=9

»
»

l

0 1/31 3 X

I.Yol: Kesim noktalari 1/x?=9 - x=1/3 , x?=1/x*> >x=1 ve x*>=9 ->x=3 (birinci bélgede).
1 1 3 40

A= f1/3(9—;)dx+f1 (9 —xHdx =—

LYol x=y¥?  x=y ™2 > A = [[(y*/? = y™/?)dy = 2

Ornek: Durgun halden harekete baslayan ve bir dogru boyunca hareket eden bir cismin hiz zaman grafigi sekildeki
gibidir. (0-2)s araliginda cismin ivme fonksiyonu a(t)=5t m/s? olduguna gére, 8 saniyede yol ka¢ m dir?

‘r v(m/s)
16 - —
00
0 2 4 8 t(s)

A 0. o . _E v _ t —EZ _E X _ 252 _E
Cozim: 0-2saraliginda; a =— - [idv=[5t.dt v =t Sv=— > [Fdx=[/>t?dt >x="m

(16—10)
(4-2)

2-4sarasinda; v = 4 + t=4+3t - foxdx=f24(4+3t)dt > x=26m

4-8 s arasinda; v=16 > fox dx = ff 16.dt — x = 64 m. Toplam yol x70p=(10/3)+26+64=290/3 m olur.



Yay uzunlugu:
“ f fonksiyonu, f' [a,b] araligi Gzerinde sirekli olacak sekilde bir fonksiyon olsun. Bu durumda aralik tGzerinde y=f(x) in
grafiginin L uzunlugu; L = f:,/l + [f'(x)]?.dx olur”.

Ornek: y=x? egrisi lizerinde A(6, 36) metre noktasindan serbest birakildiginda siirtiinmesiz olarak hareket eden bir
boncuk, bir tur atarak harekete basladigi noktaya geri donliyor. Boncuk toplam ka¢ metre yol almistir?

Cozim: y=x? >y'=2x > Legp = 4 [7 /1 + (2x)2dx = 4 (xx/l +4xZ +In|2x + VI + 4x2|) [8 = 295,36 m

KATI CiSIMLERIN HACIMLERI:

1)Dilimleme y6ntemi: “V, x=a ve x= b’de x ekseniyle sinirlanan bir kati cismin hacmi olsun. Eger A(x) [a,b] araliginda x
eksenine dik diizlem tarafindan olusturulan kati cismin kesit alanini veren siirekli bir fonksiyon ise, bu durumda kati

cismin hacmi; V = ffA(x).dx dir.”

Ornek: Tabani x*+y?=2? seklinde daire olan bir kati cismin x eksenine dik secilen bir kare yiizey plakasini alani a(x)=16-
4x? ise [-2,2] araliginda bu cismin hacmi nedir?

Coziim: V = f_22(16 — 4x?)dx = (16x2 — %xs) [_22 - % br

2)Disk yontemi:

AG) =2 =n[f(D)? - V = [ nlf(0)]dx

Ornek: y = +/x, y=0 ve x=9 ile sinirlanan bdlgenin x ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle olusan kati cismin hacmini
bulunuz.

Gozim:
X=9
Y v =vx
o ax 9 XAV
) 9 9 219 81
y = \/} - X = yZ |.b0|gE‘dE, V= fo T[(\/E)de = T[f() x'dx = Tl_'x?[o - 71-[

Ornek: Yarigapi r olan kiirenin hacmini bulunuz.



Cozim:

vf
=12 — x2 (yikseklik)
-r r
0| dx T

V= ﬂf_rr(rz —x%)dx = n(rzx —x—s) [ "= gnr?’
3)Pul metodu:

“x=a ve x=b dogrulari ve y=f(x), y=g(x) slirekli fonksiyonlarinin grafikleri x ekseni etrafinda donddrilirse olusan kati
cismin hacmi; V = fabn[f(x)2 — g(0)?]dx dir (f(x)>g(x))”.

Ornek: y=x? ve y=4x in |.bdlgede grafikleri arasinda kalan bolgenin +x ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle olusan kati
cismin hacmini bulunuz.

Coézum: Fonksiyonlarin kesim noktalari x?=4x > x(x-4)=0 > x=0 ve x=4 dir.

V= [ n[(40)? - (x?) 2]dx = m [} (16x% — x*)dx = %:Sn

4)Kabuk metodu:

Hacim=uzunluk x genislik x kalinlik >V=2nrht >V = 27 f: x. f(x).dx

Ornek: m>x>0 olmak lizere y=sinx? ve y=0 grafikleri tarafindan sinirlanan bélgenin y ekseni etrafinda dondiiriiimesiyle
elde edilen kati cismin hacmini bulunuz.

Cozim: V = 21 f(;/ﬁx.sinxz.dx = 2r [ sinu.du = —2mcosu = —2mcosx? [\/()E =2

Ornek: x=y2-2y ve x=3 (in grafikleri tarafindan sinirlanan bélgenin y=1 dogrusu etrafinda déndiriilmesiyle olusan kati
cismin hacmini bulunuz.

Cozim:

\1 y=1

Y2-2y=3 > y*>-2y-3=0 > y=-1 ve y=3 > h=3-x=3-y*+2y, r=y-1=y-1, t=Ay,=dy ; V=2rmrht.

V =2n ff(y -1)@-y*+2y)dy =2n f13(—y3 +3y?2+y—3)dy =8n

Ornek: y=(x-1)? ve y=1 arasindaki bdlgenin x ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle olusan kati cismin hacmini bulunuz.
(cevap: 8m/5)



DONEL YUZEY ALANI:

“f, [a,b] araliginda biitlin x degerleri i¢in ' stirekli ve f(x)=0 olacak sekilde bir fonksiyon olsun. [a,b] araliginda f’' nin
grafiginin x ekseni etrafinda dondurilmesiyle elde edilen S ylzey alani; S = 21 ff FOO)J1+ [f'(x)]?dx dir.

Ornek: [1,4] araliginda y=2x ‘in grafiginin x ekseni etrafinda déndiriilmesiyle olusan S yiizey alanini bulunuz.
Cozim: S = 21 ffxm. dx = 15V5n

Bir fonksiyonun ortalama degeri:

“y=f(x), [a,b] araliginda siirekli olsun. Bu aralik lizerinde fonksiyonun ortalama degeri; f,,. = ﬁf;f(x). dx dir.”

Ornek: y=(x)Y? fonksiyonunun [0,9] araliginda ortalama degerini bulunuz.

v 1 9 1 2 9
Cozim: fore = ﬁfo V2 dx = 5.§x3/2 [0 —9

is, kiitle/agirhik merkezi, akiskanlarda kuvvet:

Jaxf@ax 2P eolPax
Preax T P reoax

f: p.x.w(x).dx (p: yogunluk, x:derinlik, w(x): akiskan icindeki cismin ytizey alani)

is> W = f;F(x). dx , agirlik merkezi > x = , akiskan icinde kuvvet > F =

Ornek: Bir yay bagli 2 kg kiitleli bir cisim siirtiinmesiz yatay diizlemde denge konumundan x kadar uzaklikta iken
cisme F=-100x (N)’luk bir kuvvet etki ediyor. Cismi denge konumundan x=0,5 m uzaga goétirmek i¢in kag Joule (N.m)
is yapilmalidir? Cismi bu konumdan serbest birakirsak maksimum hizi kag m/s olur?

0,5

0= 12,5], E=W=(1/2)m.vm? ©512,5=(1/2)2.Vvm> = Vm=5/(2)*? m/s.

Cozim: W = foo,s 100x. dx = 50x? [
Ornek: y=x? ve y=x arasinda kalan bélgenin agirlik merkezinin koordinatlarini bulunuz.
Coézum: Bélgenin sinirlari x?>=x - x(x-1)=0 - x=0 ve x=1 olur.

Jo x(x—x¥)ax _1/12 _ 1 %fol(xz—x“)dx _1/15 _ 2

= fol(x—xz)dx 1/6 2’ Y= fol(x—xz)dx ~1/6 5

Alistirmalar:
l)f_zz(x — 1)dx integralini hesaplayiniz.

Z)f_ﬂﬂ/3 sin®x. cosx. dx integralini hesaplayiniz.

3)f_11|x — 1|dx integralini hesaplayiniz.



4)y=x?, y=x+2 dogrulari arasinda kalan alani hesaplayiniz.

5) [0,11/2] araliginda y=sinx fonksiyonunun x ekseni etrafinda dondurtlmesiyle elde edilen kati cismin hacmini
hesaplayiniz.

6)[0,m/2] araliginda y=cosx fonksiyonunun y ekseni etrafinda dondurtilmesiyle elde edilen kati cismin hacmini
hesaplayiniz.

7)[0,2n] araliginda y=sinx ile y=cosx egrileri arasinda kalan alani hesaplayiniz.

8)Yukleri g, 3q, ve aralarindaki uzaklik 2r olan iki noktasal parcacik arasinda elektrostatik itme kuvveti F=(3/4)kq?/r?
dir. Bu parcaciklar arasindaki uzakligi 2 katina ¢ikarmak icin elektriksel kuvvetlere karsi yapilmasi gereken is kac kg?/r
dir? Hesaplayiniz.

9)Durgun halden harekete baslayan ve bir dogru boyunca (+x yoniinde) hizlanan bir cismin ivme fonksiyonu a(t)=2t-3
(m/s?) dir. Bu parcacik baslangicta x(0)=0 noktasinda olduguna gére; t=4.saniyede hangi konumdadir? Hesaplayiniz.

10) y=x3 fonksiyonunun [0,2] araliginda ortalama degerini bulunuz.



DIZILER VE SERILER

“Tanim kiimesi pozitif tamsayilar olan fonksiyona dizi denir. Genellikle a, seklinde gosterilir. a1, az, a3, ... dizinin
terimleri denir. Ornegin n tam sayi olmak lizere f(n)=(1+1/n)" fonksiyonu.

Yakinsak dizi: “Bir {an} dizisi ve bir L reel sayisi verilsin eger her € >0 icin bir pozitif N tamsayisi n>N oldugunda lan-LI<e
olacak sekilde bulunabiliyorsa, {an} dizisine L sayisina yakinsaktir denir ve | sayisina da dizinin limiti adi verilir;
lima, =L."

n—oo

Iraksak dizi: “ a, yakinsak olmadiginda, yani lim a, = too (limit mevcut degil) ise iraksaktir”.
n—oo
Sabit dizi: “a, bir dizi ve n>1 icin f(n)=an olmak tzere bir f fonksiyonu olsun. Eger lim f(x) = L = lim a,, = L dir".
X—00 n—-oo

Ornek: {(n+1)¥"} dizisinin yakinsak oldugunu gésteriniz.

Coziim: f(x)=(x+1)** fonksiyonu alalim. lim f(x) = o? belirsizligi vardir. L’Hospital uygulanirsa;
X—00

lim In f(x) = lim %ln(x + 1) = lim @ =0- limf(x) =e® =1, dizi 1’e yakinsar.

X—00 X—00 X—00

X—00

“r+0-|r| <0 - {r"} dizsisifira yakinsaktir, |r| > 0 ise iraksaktir”.

Sikistirma teoremi: “kabul edelim ki {a,}, {bn} ve {c.} dizileri arasinda bir indisten sonraki bltin n degerleri (n>N) icin
a, < ¢, < b, esitligini saglasin. Eger {an}, {bn} dizileri ayni L sayisina yakinsar ise {c.} dizisi de L sayisina yakinsaktir”.

Monoton dizi: “ {an} dizisi i¢in;1) n>1 icin an+1>ay ise dizi artandir. 2) n21 i¢in ans12an ise dizi azalmayandir. 3) n21 igin
an+«1<an ise dizi azalandir. 4) n21 igin an+1<an ise dizi artmayandir.

Bu tiplerden her hangi birisini saglayan {an} dizisine monotondur denir.”
Ornek: {n/e"} dizisinin monotonlugunu gdsterin.

Cozum: Lyol: f(x)=x/e* > f(n)=a,, x>1 icin f'(x)=(1-x)/e*<0 oldugundan f fonksiyonu [1,00) araliginda azalandir. Bu
durumda f(n+1)=an.1<f(n)=an.

I.Yol: Oran kuralina gére; an«1/an=[(n+1)/(e™1)][e"/n]=(n+1)/(ne)=(1/e)+(1/ne)<(1/e)+(1/e)=(2/e)<1. Yani n>1 i¢in
an+1>an dir. Bu durumda dizi azalandir.

SERILER:
“ Eger {an} dizisinin terimleri a3, ay, ..an, ... ise bunlarin toplamina a;+ax+...+an+... bir sonsuz seri, veya kisaca seri denir.
K=1,2,3,... igin ai sayilarina serinin terimleri a, sayisina da genel terimi denir. Y-, a; veya ), a; seklinde gosterilir.”

Sh=ai+ar+as+....+an=2p=1 Ai Ya serinin n.kismi toplami denir. Eger kismi toplamlar dizisi yakinsak ise sonsuz seriye
yakinsaktir denir; lim S, = lim Y}, a; = S dir. S sayisina serinin toplami denir. S mevcut degilse seri iraksaktir.
n—->oo n—-oo

1)Geometrik seri: “a # 0, a ve r sabit reel sayilar olmak iizere a+ar+ar?+..+ar"+..=Y' 7, ar®~1 seklindeki seriye

geometrik seri denir. Eger Irl<1 ise seri yakinsaktir ve toplami Y- ark=1 =
iraksaktir.”

ﬁ ,a # 0dir. Irl21 ise geometrik seri

ispat; Sp=a+ar+ar’+ ..+ar"+... > Sp-a=r(a+ar+...) > Sp=a/(1-r).

. k-1
Ornek: Y74 (— %) geometrik serisinin toplami kagtir?

Cozlim: Burada a=1 ve r=(-1/2) dir. Irl<1 oldugundan seri yakinsaktir ve S,, = 1L =7 ( ) = %



Ornek: Yerden 20 metre yiikseklikten serbest birakilan bir top her yere carptiginda bir 6nceki yiiksekliginin yarisi
kadar yiksege cikiyor. Topun her yere disttigii yiikseklik ile yere carpma siiresi t (saniye) arasinda, y(t)=5t? (metre)
bagintisi olduguna gore;

a)Duruncaya kadar top toplam kag metre yol alir?
b)Top kag saniye sonra durur?
Cozam:

alyr =H(25+ 2+ 25+ ) =40 (G4 + o+ ) =40 (-1 + 145+ o+ o+ ) =40(-1+2) =
40m

20 1 1 1 1
b)t—f—ﬂ" \f (1+2sm+2o+2+)= |2 2G+as+tmtamt)>T=

1 2v2+2
4[(Zk 1 L. \/_) )_E] \/2_+ saniye.

2)Harmonik seri:

1+ l + l + -+ 1 +o =30 11 seklindeki iraksak seridir. Harmonik serinin kismi toplamlar dizisinin n.terimi H,, =

[ §ekl|nde qup bu dizinin terimlerine harmonik sayilar denir.

integral testi: Y= ay pozitif terimli bir seri ve f stirekli fonksiyonu negatif olmayan, [1,00) araligi izerinde azalan ve
k=1 icin f(k)=ax olacak sekilde bir fonksiyon olsun. Eger flwf(x)dx yakinsak ise ;- a; yakinsak, iraksak ise
iraksaktir.

Ornek: Y- 2 1K serisinin yakinsakligini integral testi kullanarak inceleyiniz.

o Inx b Inx

Cozum: f(x)=Inx/x fonksiyonu [2,m0) aralig Uzerinde; f Td = llmf —dx lim %(lnx}2 [lz) = oo

genellestirilmis integral iraksaktir.

Karsilastirma testi: Bir serinin yakinsakligi ve iraksakligi bilinen bir seri ile karsilastirilarak serinin durumunun
belirlenmesidir.

Limit oran testi: lim ? = L , Lsonlu ve L>0 ise iki seri de yakinsaktir ya da iki seri de iraksaktir.

n—-oo by
Oran testi: : lim &2 = = L ise; L<1 iken seri yakinsak, L>1 iken iraksak, L=1 iken sonug vermez.
n-oo dn
TAYLOR SERISi:
Bir f fonksiyonu, (a-R, a+R) araliginda f(x) = Y. ¢, (x — a)* kuvvet serisi gdsterimine sahip ise, cx katsayilari
’ (k)
a=f(a)/k! Dir. bu durumda fonksiyona f(x) = f(a) + fl(!a)( a) + r ( )( —a)’+- =Y Of k'(a) (x — a)*

seklindeki a merkezli veya a noktasindaki f fonksiyonunun Taylor serisi ad| ver|Iir.

Ornek: f(x)= sinx fonksiyonunun a=m/6 merkezli Taylor serisini bulunuz.

Cozum: f(x)=sinx > f(rt/6)—— f'(x)=cosx > f'(r[/6)— , f7(x)=-sinx=> f’(r/6)= _71,

® (T
f(x) =Sinx=%+§(x—g)—%(x—z)2+--- =kz=0fk—!(6)(x—%)k



MACLAURIN SERISi:

£'(0) 00k
T (x)? - ()

. - , o f'(0) o
a=0 merkezli Taylor serisine Maclaurin serisi denir. f (x) = f(0) + X+ + =3

Ornek: f(x)=e* fonksiyonunun Maclaurin serisini bulunuz.

Coziim: f(x)=e* > f(0)=1, f'(x)=e*>f(0)=1, f”(x)=e*>f"(0)=1, ...f"(x)=e*>f"(0)=1

f(x) =e* 1+x+—+ Zk'

BiNOM SERILERI:

—m(m_l) xz + cee

> .+mx™1 4+ x™ ifadesine (1+x)™ nin Binom

M pozitif tamsayi olmak tzere; (1 +x)™ =1+ Ex +

acilimi denir. Toplam semboli ile Binom agilimi (1 + x)™ = Y%, (7{1) x¥* seklindedir. agilimda X'in basindaki

katsayilara Binom katsayilari denir. r her hangi bir reel sayisi icin f(x)=(1+x)" fonksiyonunun Maclaurin serisi de Binom
serisini olusturur.

Ornek: i1sik hizina yakin v hiziyla bir dogru boyunca hareket eden m durgun kiitleli bir parcacigin kinetik enerjisi E =

2 ;2 — 1 | seklindedir. Burada c 1518In bosluktaki hizidir (sabit). Bu pargacigin disiik hizlarda (v<<c) kinetik

14
1-=
c2

mc

enerjisini bulunuz.

- 1) (—%)(—%—1)x2 N

Coéziim: v¥/c?=-x olsun. Bu durumda E = mc?[(1 + x)™/2 = 1] olur.; (1 +x)" /2 =1+ —Zx + -
=1 —= d — . = =z 4. == 2

=1 2x+8x 1+2€2+ ->E va

Alhstirmalar:

1)ic direnci nemsiz ve emk’si E olan bir iiretece; direng degerleri ro, nro, nro, Nrg, n*ro,... seklinde sonsuz tane direng
paralel baglaniyor (n>1 seklinde bir sayi ve rq sabit direng ). Bu devrenin esdeger direnci (toplam direnci) kag ro olur?
Hesaplayiniz.

2) f(x)=Inx fonksiyonunun a=1 merkezli Taylor serisini bulunuz.

3) f(x)=cosx fonksiyonunun a=m/3 merkezli Taylor serisini bulunuz.



4) f(x)=sinx fonksiyonunun Maclaurin serisini bulunuz.

5) y=(3)Y/? ifadesini binom serisine acarak virgiilden sonraki lic basamagini yaziniz.

KONIKLER VE KUTUPSAL KOORDINATLAR:

Parabol, cember, hiperbol ve elips gibi egrilerin denklemleri Ax?+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0 denkleminden elde edilebilir.
Ornegin A=C=1 ve B=0 durumu x?+y?*+Dx+Ey+F=0 cemberin genel denklemidir ve r = %\/D2 + E% — 4F dir. Cemberin
merkezi ise M(-D/2, -E/2)=M(a,b) dir. Bu durumda ¢ember denklemi (x-a)?+(y-b)?=r? olur.

Parabol:

Bir parabol, diizlemde dogrultman adi verilen sabit bir L dogrusuna uzakligi, odak adi verilen sabir bir F noktasina
uzakhgina esit olan bitiin P(x,y) noktalarinin kiimesidir. Odaktan gegen ve parbole dik olan eksene paraboliin ekseni
denir. odagi F(0,p) ve dogrultmani y=-p olan paraboliin standart denklemi x>=4py dir. Odagi F(p,0) ve dogrultmani x=-
p olan paboliin denklemi ise y>=4px dir.

Elips:

Bir elips, diizlemde iki tane F; ve F, noktalarina uzakliklarinin toplami sabit olan bitln P(x,y) noktalarinin kiimesidir.

F1 ve F; ye elipsin odaklari, odaklari birlestiren dogrunun orta noktasina da merkezi denir. merkezi M(0,0), odaklari

2 2
F1(-c,0) ve F;(c,0) olan elipsin standart denklemi Z—Z + i—z = 1 dir. Burada a, odaklardan elips Gzerindeki bir P(x,y)

noktasinin odaklara uzakliklari toplaminin yarisidir ve b?=a?-c? dir. Asal eksen uzunlugu 2a, yedek eksenin uzunlugu
ise 2b dir.

Ornek: 4x?+16y2-8x-96y+84=0 denkleminin gdsterdigi elipsin odaklarini ve tepelerini bulunuz.

Coziim: x? ve y? li terimlerin katsayilarini 1 yapmaliyiz. Tim terimler 4’e béliindiigiinde; x2+4y?-2x-24y+21=0 olur. (x*-
2x+1)+4(y>-6y+9)+(21-1-36)=0 - (x-1)’+4(y-3)’=16 > (x;_21)2 + 0,;_23)2 =1

M(1,3), c?=a2-b?=12 ¢ = +2V3, F; (1 — 2v/3,0), F,(1 + 2v3,0)

Hiperbol:

Bir hiperbol, diizlemde iki tane F; ve F, noktalarina uzakhklari farki sabit olan bitiin P(x,y) noktalarinin kiimesidir. Fy
ve F, yi birlestiren dogru parcgasinin orta noktasina hiperboliin merkezi denir. Id;-d2l=k = k=2a ve hiperboliin standart

2 2
denklemi x—z - y—2 = 1 olur. Burada b?=c?-a? dir. Her hiperbol merkezinden gecen iki egik asimtota sahiptir. Asimtot
a b

denklemiy = -_l-gx /1 - z—z dir. x>-00 veya x> iken y=(b/a)x ve y=-(b/a)x olur. Bir elips ve bir hiperboliin dis

merkezlik sayisi e=c/a dir (c=(a?+b?)*/?).



Ornek: 4x?-y?-8x-4y-4=0 hiperboliiniin merkezini, tepelerini odaklarini ve asimtotlarini bulunuz.
Coziim: x ve y li terimleri parantez karesi seklinde yazariz. 4(x?-2x+1)-(y2+4y+4)+(-4-4+4)=0 > 4(x-1)*-(y+2)*=4 >

_1\2 2
% — (yz+—22) = 1.Budurumda M(1,-2),c = i\/g, F1(1 — \/g, —2),F2(1 + /5, —2) ; asimtotlar ise y+2=42(x-1)

- y=-2x ve y=2x-4 olur.
Parametrik denklemler:

“f ve g, ortak bir I araliginda tanimlanmis siirekli fonksiyonlar olmak Gzere, x=f(t) ve y=g(t) seklinde t parametresine
bagl denklemlere parametrik denklemler denir.

Ornek: x?+y?=r? cemberinin bir parametrizasyonunu bulunuz.

CozUm: [0,2m] araliginda x=r.cost, y=rsint olur. Burada t agidir.

Alstirmalar:

1)X%+2y?+2x-4y+5=0 nin merkezini bulunuz.

2) Bir cisim x-y koordinat sisteminin baslangi¢c noktasindan +x ekseniyle B¢ acisi yapacak sekilde vo ilk hiziyla atiliyor.
Surtlinmeler 6nemsiz olup yer ¢ekimi ivmesinin blyiklGgi g dir. Cismin her hangi bir andaki konumunun
koordinatlarini t zaman parametresine bagli olarak bulunuz.

3) Yarigapi r olan bir cemberin yatay bir dizlem izerinde kaymadan yuvarlanmasi ile cember (izerindeki sabit bir
noktanin cizdigi egriye sikloid egrisi denir. Bu sikloidin parametrik denklemini 6 agi parametresine bagli olarak
bulunuz.

4) Helis Gzerinde her hangi bir t aninda bir P(x,y,z) noktasini B=wot ye bagh olarak yaziniz. Helis yaricapini a ve boyunu
b aliniz (sabit).
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