MUHENDISLIK VE FiZIKTE MATEMATIK YONTEMLER-3
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1)LINEER CEBIR (Metrisler, determinantlar, lineer denklem sistemleri)

2)OZEL DENKLEMLER VE OZEL FONKSiYONLAR (Gama ve beta fonksiyonlari, pargali tiirevli diferansiyel denklemler,
Schrodinger denklemi, Bessel fonksiyonlari, Legendre polinomlari, Hermite polinomlari, Laguerre polinomlari, Kiiresel
harmonikler, Euler-Lagrange denklemleri, Varyasyonlar hesabi)

BOLUM-1
LINEER CEBIR
(MATRISLER VE DETERMINANTLAR)

MATRISLER

1)MATRISLERE GIRiS$:

Matris kelimesi ilk defa 1850 lerde matematikgi J.J.Sylvester tarafindan kullanilmis, matris teorisi ise W.R.Hamitlon ve A.Cayley
tarafindan gelistirilmistir. 1925’lerden sonra da fizigin bir ¢cok alaninda kullaniimistir.

Matris, satir ve stun seklinde dizilen elemanlarin dikdértgensel diizenidir. M tane satir ve n tane siitundan olusan (mxn) bir A
Ay ot Qg
matrisi A = [aij](m,n) =a;=|: ¢ | seklinde tanimlanir.
Am1 " Omn

Satir sayisi siitun sayisina esit olan matrise kare matris denir. Bir kare matrisin ayni satir ve stitun indisli ai elemanlarina matris
kosegen, bu elemanlarin disindakilere de késegen disi elemanlar denir. Bir kare matrisin kbsegen disi elemanlarinin sifir olmasi
durumunda matrise kogsegen matris ve kbsegen elemanlari ayni olan matrise de skaler matris denir.

a 0 O 1 - 0
A=la, az 0] matrisi alt Gggen matris, I = [ ] = §;; (Kronecker deltasi) birim matris.
a, as ag o .-+ 1

Tam elemanlari sifir olan matrise sifir matrisi denir. iki matrisin bir birine esit olmasi igin karsilikli elemanlarin bir birine esit
olmasi gerekir. Sadece bir satirdan olusan matrise satir matrisi, bir situndan olusan matrise de siitun matrisi denir.

2)MATRIS iSLEMLERI:
a)Toplama islemi:
Matrislerin toplanabilmesi icin mertebelerinin (mxn) esit olmasi gerekir. C=A+B - ci=aij+bj;

omeca=[} 2=l Y oc=ars=[itt 2=

3—1 042
Ozellikler:

1)A+0=A, 2)0.A=0, 3)A+B=B+A (Degisme 0Ozelligi), 4)(A+B)+C=A+(B+C) (Birlesme 6zelligi), 5)a.(A+B)=a.A+0a.B (Dagiima 6zelligi),
6)1.A=A, 7)C=A-B=A+(-B) (Cikarma islemi).

.. 2 0 -3 27. .
‘A= = - ?
Ornek: A [1 1] ,B [ 4 5 ise 2A-3B nedir?

—61_113 -6

Coézim: 24 — 3B = [‘21' _02] +[_22 —151 T =10 =17

b)Carpma islemi:

Amxs Ve Bsxn seklinde birinin situn sayisi digerinin satir sayisina esit olan matrisler bir biriyle ¢arpilabilir. Bu durumda elde edilen
matris; AmxsXBsxn=Cmxn boyutunda olur. C=A.B > ¢;; = Y- by (i=1,2,3,..m, j=1,2,3,..n) carpimi Cayley ya da Matris carpimi
olarak adlandirilir. Bir satir matrisi ile bir stitun matrisinin carpimindan (bu i¢ ya da nokta carpimdir) bir sayi elde edilir.



1 3 5 0 -2 1
Ornek: A = [ ],B =13 2 1 | > A.B=C nedir?
2 0 6
4 0 -1
Cozim: ¢ = [(LO+33+50) (12 +32+50)  (11+3.1+ 5(—1))] _ [9 —4 -1
M= 12.0+03+64) (2.(-2)+02+60) 21+01+6.(-1) l2a -4 —4
Ozellikler:

1)A.B#B.A, 2)(A.B).C=A.(B.C) (Birlesme 0zelligi), 3)A.(B+C)=A.B+A.C (Dagilma ozelligi), 4)o.(A.B)=(a.A).B=A.(a..B)

all e aln allB A alnB
A=|: i | ile Bmxm matrislerinin direkt carpimi (tensér carpimi) C = AQB = seklinde tanimlanir.
Ap1  * Qpn B - ap,B
¢)Bir matrisin tiirevi:
Bir matrisin tlirevi matristeki tim elemanlarin tek tek turevleri alinarak bulunur.
Ornek: A = [x x? sinx] - H o
' 3 Inx e* ax
L.ooda_ [1 2x cosx]
cozim: 2= 1o 1/x 2e%*
d)Bir matrisin integrali:
Bir matrisin integrali matristeki tim elemanlarin tek tek integralleri alinarak bulunur.
-- 2 x%/2 2x x3/37°7° 9/2 6 9
Ornek:fS[x 122 x]dxz[ / s /] :[ 3/
0l ex x2 0 —e* x72/2 0 1 _, l-e*+1 1/2v3 0

e)Pargali matrisler:

Bir matrisin matris elemanlari sayi, fonksiyon ya da matris olabilir. Yiiksek mertebeden bir matrisin daha kiiglik mertebeden alt
matrislere béliinmesiyle elde edilen yeni matrise parcali matris denir. Bu islem matris carpiminda kolaylik saglar.

1 2 3
Ormek:A=1[0 -1 4] matrisinin alt matrislerini kullanarak (2x2) seklinde yaziniz.
5 3 2

GCozum: Alt matrisler; by = [(1) _21] b1y = [13}] by =[5 3l,bp=1[2] »A= [bll b12]

b21 b22

DETERMINATLAR:

1)DETERMINANTLARA GIRiS:

Determinant kavrami ilk olarak 19.yy’da lineer denklem sistemleri ¢dziiliirken kullanilmistir. Ornegin homojen olmayan iki

bilinmeyenli bir lineer denklem sistemi; a11x1+ai12x2=b1 ve a21x1+az2x2=b2 olsun. Bu denklemin ¢6zimi A=a11a22-a12a2120 iken

biazz;—bza byai1—bia
vardir. Bu durumda x; = =2 =2, = ==

olur. A=0 ise ¢6ziim yok veya sonsuz ¢6ziim vardir. Buradaki A ya

a1 Qg2

xl _ b1] .
yy azz] [xz] = [bz seklinde katsayilar

sistemin tamamlaticisi anlamina gelen determinant denmistir. Bu denklem sistemi [
aiq
azi
tanimlanabilir. Determinantlar agilarak (Laplace acilimi) tek bir sayi ya da fonksiyona indirgenebilir.

a
matrisiyle yazilabilir. Buradaki detA = |A| = | a12| matrisin determinantidir. Ancak kare matrisin determinanti
22

detA = ¥}, a;;(—1)"*/A;; (sabitisatiniigin j=1,2,..n), detA = ¥}_; a;;(—1)"*/ A;; (sabit j satiri igin i=1,2,..n).

Burada Ajj ye aj elemaninin minérii denir ve A matrisinden ajj elemaninin bulundugu satir ve situnun silinmesiyle elde edilen (n-
1).mertebeden alt matrisin determinantina esittir. (-1)*A;; terimi ise aj elemaninin kofaktorii ya da es ¢arpani olarak adlandirilir.

_ @1 Ga2

a1 Az
a,,(—1)2%%4,, (i=2 satiri igin)= -az1a12+azan=azan-azan olur. detd = Y2 ay (—1)"™" 14 = ay (—1)*14;, +
ay1(—1)?*1A4,, (j=1 situnu igin)=anaz-az1a12 bulunur.

] = 0,0y, — Ay,0z; veya Laplace agilimiile detA = Y3, a,;(—1)** Ayj = ap (—1)* 4, +



bll b12 b13
detB = |byy by,  bys| = Y a;;(—1)"*/ A;; determinantinin 3.satira gére agilimi; detB = Y3, by;(—=1)3*/By; (i=3)=
b3 b3y b33
b b b b b b
by |, B =bg [, 3|+ b3 |t 2| olur. Benzer olarak diger satirlara gére de acilim yapilabilir.
by b3 by1 b3 by by,

Determinantin o6zellikleri:
1)Bir determinantin bir satir ya da sitununun tiim elemanlari sifir ise determinant sifirdir.
2)Bir determinantin iki satir ya da slitunu ayni ise determinant sifirdir.

3)Bir determinantin bir satir ya da sitununun elemanlari baska bir satir ya da sitununun elemanlarinin bir sabitle
carpimlarina esit ise, determinant sifirdir.

4)Determinant da iki satir ya da stunun yerleri degistirilirse determinantin isareti degisir.
5)Determinantin ayni numarali satirlariyla sGtunlarinin yerleri degistirildiginde determinantin degeri degismez.
6)Bir determinantin i.satiri veya j.siitununun bir ¢ sabitiyle carpimi determinantin c ile garpimina esittir.

7)Bir determinantin bir satir ya da stunu bir sabitle ¢arpilir, bir baska satir ya da slitununa eklenirse, determinantin
degeri degismez.

8)Bir determinantin satir veya siitun elemanlari bir toplam seklinde yazilabiliyorsa, determinant iki determinantin
toplami seklinde yazilabilir.

!

4 a1 v Qg a'y; o ad'in ;0 Qip ;v Qin
9)Bir determinantin tijrevia : : =1 : . +la', a4 : :
! !

aml cee amn am1 oo amn am1 en amn am1 . a mn

10)Bir determinantin bir satiri ya da slitununun bir sayi ile carpilip, bir satir ya da sitununa eklenmesi ile bir satir
veya slitununda sifiri bol satir veya situn elde edilebilir (sifirlama yontemi). Determinantin sifirin bol oldugu satir
veya slituna gore acllmasi bize kolayhk saglar.

Matrislerin ozellikleri:

1)Trasnspoze (Devrik) Matris: Her hangi bir matrisin satirlarini ayni numarali situnlar yapmak suretiyle elde edilen matrise, o
matrisin transpozesi ya da devrigi denir. A=ajj olmak tizere A™=aj olur.

1 3
s 5|

0 —4

1 2

Ornek: 4 = [3 p

_04] - AT =

2)Simetrik Matris: Transpozesi kendisine esit olan kare matrise simetrik matris denir. A=AT

0

Ornek:1=[(1) (1]]—>1T=[(1) 1

3)Antisimetrik Matris: Transpozesi kendisinin eksi isaretlisine esit olan matrise denir. A=-AT . Gergel bir A kare matrisi her zaman
simetrik (R ) ve antisimetrik (S) matrislerinin toplami seklinde yazilabilir. R=(A+AT)/2 ve S=(A-AT)/2

" . _ [0 —L’] T _ [0 L’] _
Ornek.az—[i 0 ,0, = i o~ 0,
4)Kompleks eslenik matris: Bir matrisin kompleks eslenigi tim matris elemanlarinin kompleks eslenigi alinarak elde edilen
matristir. A* =aij* Eger A=A* ise A matrisi gerceldir.
- 0 —i 0 i
ek o, =[2 oz = [0 ]
rnek: o, i o0lo i 0
5)Hermityen eslenikmatris: Bir matrisin kompleks esleniginin transpozesine denir. A*=A*T

6)Hermityen matris: Hermityen eslenigi kendisine esit olan kare matrise denir. A=A*



Ornek: g, = [(l) _Oi 05 = [—01 (l]], ()T =0, = [(l) _()i =0, .

Eger A=-AT ise A matrisine antihermityen denir. Bir hermityen matris gercel ise A*=(A*)™=AT=A olacagindan ayni zamanda
simetriktir. Benzer sekilde antihermityen matris gercel ise ayni zamanda antisimetriktir.

7)Kofaktér (es¢arpan) Matris: Bir kare matriste bir a;j elemaninin bulundugu satirin ve stitunun silinmesi, aj elemaninin yerine (-
1)"Aj; yazilmasiyla elde edilen matristir. A°=CofA olarak gésterilir.

1 2 0
Omekid=3 —1 4 > at =t =3 a2 =) Y=—ran =) =2 =
2 0 3
Can241 |2 01 o oa22 o q4y24+2|1 O) 23 _¢_1y2+3 |1 2] _ 31 _ o _qy3+1| 2 0] _ 32 _
CD#C o =647 = (12|, o|=34% = (D, f|=447 =05 | =847 =
10 1 2 -3 1z
032y | =—44% = (1| |=-7>4a=|-6 3 4
3 4 3 -1 s 4 _o

8)Bir matrisin adjointi (eki): Bir kare matrisin kofaktdriiniin transpozesine o matrisin adjointi denir. AdjA=A“"=(CofA)"
- ._[5 0 c_[2 =31 ,er _[2 O01_ ,,:
Ornek.A_[3 2] A _[0 5],A =15 5]—Ad]A

9)0z (self) adjoint matris: Bir kare matrisin adjointinin kendisine esit olmasina denir. AdjA=A. A = [(1) (1)] birim matrisi 6z

adjoint matristir.

10)Bir matrisin tersi: A ve B ayni mertebeden iki kare matris olmak tizere ¢arpimlari birim matrise esit oluyorsa, B matrisine
A’nin tersi denir; B=A? > AL A=A.A =l

__Adj(A) _ AT

Bir kare matrisin tersi, adjointinin matrisin determinantina b&liinmesiyle elde edilir. A1 = derd) 1A

4

Ornek: A = [3

_21] matrisinin tersini bulunuz.

2 1
o c_[2 -3 er_[2 1 a5 e _ap2 o1
Cozlim: detA=11 - A¢ = [1 4] - (A9)" = [_3 4] - A =1 —1l-s3 4]
Matrisin tersi indirgenmis matris yontemiyle de (Gauss-Jordon yontemi) bulunabilir. Bunun igin matrisin sag tarafina birim

matris yazilir ve matris satir eselon yéntemiyle indirgenerek sol taraftaki matris birim matris yapilir. Bu durumda sagdaki matris
ters matristir.

1 -1 -1
Ornek: A=|-1 2 3 l matrisinin, satir indirgenmis basamak matris kullanarak, tersini bulunuz.
1 1 4
1 -1 —-1|11 0 O
Cozlim: (—1 2 30 1 0)
1 1 410 0 1
1 -1 =111 0 O
R, - (R, +Ry) (0 1 211 1 O>
1 1 410 0 1
1 -1 -111 0 O
R; - (R; — Ry) (0 1 211 1 0>
0 2 51-1 0 1
1 0 112 1 O
R, = (R; +R,) (0 1 21 1 0)
0 2 5-1 0 1
1 0 1|2 1 0
R; = (R; — 2R;) (0 1 2|1 1 0)
0o 0 11-3 -2 1
1 0 0|5 3 -1
Ry = (R{ — R3) (0 1 2|1 1 0 )
0 0 11-3 -2 1




1005 3 -1
R2—>(R2—2R3)(0 107 5 —2)
00 1-3 -2 1

5 3 -1

A‘1=[7 5 —2]

-3 -2 1

11)Dik (ortogonal) matris: Bir A kare matrisi ile bu matrisin transpozesinin ¢arpimi birim matrise esitse, A matrisine dik matris
denir. A.A=AT.A=| veya AT=A"

Gergel bir matrisin stitun ya da satir matrisleri de diktir. Dik bir matrisin determinanti £1 dir.

12)Birimsel (iiniter) matris: Bir kare matrisin hamiltoniyen eslenigi ile carpimi birim matrise esit ise bu matrise birimsel (lniter)
matris denir. A.A*=A*.A=| veya A*=A"? . Birimsel bir matrisin satir ya da siitun matrisleri de birimseldir.

ornek:Azé[ilﬁ ‘1+i], c 11+ —l—i],A*Tzz 14 1—i]’

1+ T2ll—i 1-—i 2l-1—-i 1-—i

A'A+211+; 11++il]'—11+—li 1—”21[232 22212[(1) (1)]21

13)Bir matrisin izi (Trace): Bir kare matrisin kosegen elemanlarinin toplamina o matrisin izi denir. izA = TraceA = TrA =
2j aij

14)Bir matrisin ranki: Amx matrisinde m>n olmak tizere, n.mertebeden tiim alt kare matrislerinin determinantlarindan her hangi
biri sifirdan farkl ise bu matrisin ranki n dir. Eger tim n mertebeden matrislerin determinatlari sifir ise, bir alt kare, yani (n-
1).mertebeden matrislerin determinantlarina bakilir ve eger biri sifirdan farkli ise o zaman matrisin ranki (n-1) dir. Eger (n-
1).mertebenin de sifir ise (n-2),...gibi devam edilir. Rank lineer bagimsiz satir veya sltunlarin maksimum sayisina esit olur.

Matrisin ranki satir indirgeme ile bulunabilir. Bu durumda su basamaklar izlenir: 1) Eselon Formuna Getirme: Temel satir
islemleri (satirlarin yerini degistirme, bir satiri sayi ile carpma veya bir satirin katini baska bir satira ekleme) kullanarak matris st
ticgen (eselon) formuna déniistiiriliir. 2)Sifirdan Farkh Satirlari Sayma: indirgenmis matristeki sifirdan tamamen farkh olan
satirlarin sayisi (pivot sayisi), o matrisin rankini verir.

3 0 2 2

—6 42 24 54 l matrisinin ranki 2 dir. Ciinki tim (3*3) alt kare matrislerinin determinanti sifir iken, (2*2) alt
21 =21 0 -—15

kare matrislerinin determinanti sifirdan farkli olur. Bu sonug matrisin sadece iki lineer bagimsiz stituna sahip olmasiyla da
bulunur. Clinkl matrisin 3.ve 4.sttunlari, 1.ve 2.sttunlar cinsinden yazilabilir;

Ornek: A =

2 5 3 5 0 2 , 3 29 0
24 ==|-6|+;| 42 | ve 54 =3|-6|+ 5| 42 dolayisiyla rank 2 dir.
0 21 -21 —15 21 -21

Matris ve Determinantlarla ilgili Bazi Teoremler:

1)(AT)'=A , 2)(A.B)"=AT.BT, 3)(A+B)"=AT+B", 4)(A*)*=A, 5)(A+B)*=A*+B*, 6)(A.B)*=B*.A*, 7)(A*)*=A, 8)(A.B)*=B*.A*,
9)(A+B)*=A*+B*, 10)(A1)=A, 11)(A.B)*=BLA?, 12)(AY)'=(AT)?, 13)iz(A.B)=iz(B.A), 14)iz(A+B)=izA+izB, 15)izA=izA, 16)AT=A",
>B™=B?, > BT.A™=B1A1 17)(A).(AY)'=I, 18)det (A.B)=detA.detB, 19)Kdsegen bir matrisin determinanti késegen
elemanlarinin garpimina esittir.

Lineer Denklem Sistemleri:
a11X1+a12Xz2+...+a1nXn=b1
a21X1+a22X2+...+a2nXn=b2
amiXi1+tam2X2+...+amnXn=bm

denklem sistemine lineer denklem sistemi denir. Bu sistemde tiim b; katsayilari sifir ise homojen tiirdes , en az bir tanesi sifirdan
farkli ise homojen degildir. Bu denklem sistemi matris notasyonuyla A.x=B seklinde yazilabilir.



Homojen Olmayan Denklem Sistemi:

1)Verilen denklem sayisinin bilinmeyen sayisina esit oldugu durum:

detA#0 ise ALAx=A1.B > 1.x=A"1.B > x=A".B dir. Eger A matrisinin tersi yoksa sistemin sonsuz ¢ézim vardr.
Ornek: 2x1-x2+2x3=2

X1+10x2-3x3=5

-X1+X2+x3=-3 denklem sistemini ¢6zliniz.

2 -1 2
Cozim:detA=|1 10 —3| =46 # 0.Boylesistemler Cramer yontemi ile ¢dzllebilir. Buna gore;
-1 1 1
2 -1 2 2 2 2 2 -1 2
5 11 -3 1 5 =3 1 10 5
o =1=3 1 11_%92_- . _l-1 -3 11_9 _g , —l=1 1 -3l_=4__4
1 46 46 172 46 46 » 3 46 46

2)Verilen denklem sayisinin bilinmeyenden fazla oldugu durum:

Katsayilar matrisinin rangi n ise, en biiylik alt kare matris n.mertebeden ise bu denklemin birbirinden bagimsiz n tane ¢6zimi
vardir. Bu ¢oziimler determinanti sifirdan farkli olan kare matris segilerek bulunur. Eger katsayilar matrisinin rangi bilinmeyen
sayisindan kigikse sistemin sonsuz ¢6zimu vardir.

3)Bilinmeyen sayisinin denklem sayisindan fazla oldugu durum:

Bu sistemin bir birinden bagimsiz ¢6zimi yoktur, sonsuz ¢6zim vardir.

Homojen denklem sistemi:

1)Verilen denklem sayisinin bilinmeyen sayisina esit oldugu durum:

A.x=0 - detA=#0 ise asikar ya da sifir ¢6ziim denilen tek bir ¢6zim vardir; x1=x2=x3=...=xn=0
2)Denklem sayisinin bilinmeyen sayisindan fazla oldugu durum:

Bilinmeyen sayisi kadar denklem segilir. Katsayilar matrisinin rangi n ise 1’deki gibi ¢6ziim bulunur.
3)Bilinmeyen sayisinin denklem sayisindan fazla oldugu durum:

Bu durumda sistemin sonsuz ¢6zimd vardir.

BiR MATRISIN OZDEGER VE OZ VEKTORLERI:

Genellikle her lineer islemci icin bir sayi ve karsi gelen fonksiyonlar takimi tanimlanabilir. Aui=Aiui. Burada ui ve A;; A lineer
islemcisinin sirasiyla 6z fonksiyon (6z vektor) ve 6z degerleridir. Ozdeger denkleminin matris notasyonu ile gdsterimi A.X=A.X
seklindedir.

a;p —4 - Ain
(A=DX =0 >det)dA— M| =]| : : =0
an1 gy — A

Bu denkleme A matrisinin karakteristik denklemi denir. (A-Ail)Xi=0 (i=1, 2, 3, ...,n). Burada A 6zvektorlerine karsi gelen Xi 6z
vektorleri bu denklemin ¢6ziimiyle bulunur. Elde edilen Ai lerin hepsi birbirinden farkli ise durumun katmerli veya dejenere
olmadig, diger durumlarda katmerli veya dejenere oldugu soylenir.

2 1 1
Ornek: 4 = | 2 3 4 ] matrisinin 6zdeger ve d6zvektorlerini bulunuz.
-1 -1 -2

2—A1 1 1 X1
Cozim: (A—ANDX =0 - 2 3—-1 4 X2l =0
-1 -1 —-2-A1x3



det|A—AIl = =23 + 322 + 1 — 3 = 0 S Mi=1, A»=-1, A3=3 olur. Her A 6zdegerine karsilik gelen Xi 6zvektérleri sirasiyla; A1 igin

1 1 171 3 1 17[*% -1 1 17[%
2 2 4 ||*2]=0,Nigin| 2 4 4 ||*2]=0,Asicgin| 2 0 4 ||X2] =0dir.
-1 1 -311x3 X3 1 -1 -—-1llx3

- -1 -1 -1
Arigin Xa+x2+x3=0, 2x1+2x2+4x3=0, -x1-X2-3x3=0 - taraf tarafa toplamindan 2x1+2x>+2x3=0 elde edilir.

Az2igin 3X14+x24x3=0, 2X1+4x2+4x3=0, -X1-X2-X3=0 -> taraf tarafa toplamindan 4xi+4x2+4x3=0 elde edilir.

Azigin -X1+x2+x3=0, 2x1+4x3=0, -X1-Xx2-x3=0 —> taraf tarafa toplamindan 4x3=0 elde edilir. Buradan x3=0, x1=-xz olur.

- m m 1

X1 6z vektori - X; = —m] , normalize edilirse X;X; = [m*x —m=x* 0] [—m] =1>m=—=> X, = i[—l] .
V2 V2

L 0 0 0

[ 0 0 L 0
X2 6z vektoéri > X, = |[—m|, normalize edilirse X;X = [0 —-m* m+*]|-m|=1 - X, = 5 -1,

L m m 1

[—2m —2m L -2
X3 6z vektori - X3 = |—3m|, normalize edilirse X;X; = [-2m* —-3mx* m]|-3m|=1- X; = v -3

L m m 1

2 2 1
Ornek: A = |1 3 1| matrisinin 6z deger ve 6z vektérlerini bulunuz.
1 2 2

2—2 2 1 X1

Cozim: (A—ADX =] 1 3-1 1 Xl =0 > det(A—A) = —23+ 722 — 114+ 5 = 0 > A1=5, A=As=1 (iki kat
1 2 2 —Al1x3
katmerli) . Katmerli olmayan A1 6z degeri igin X1 6z vektdrini bulalim. (A-51)X1=0 = -3x1+2X24+x3=0 , X1-2X2+X3=0, X1+2x2-3x3=0
1
denklem sisteminde detK=0 olup sonsuz ¢6ziim vardir. x3=1 segilirse x1=x2=1 olur. Bu durumda X; = 1] olur. Katmerli 6z deger
1

icin lineer bagimsiz 6z vektorlerin sayisi N=n-Rank(A-Azl)=n-Rank(A-11)=3-1=2 dir. Bu sonug katmerli 1 6zdegerine karsi gelen her
iki 6z vektoriin de (X2,X3) lineer bagimsiz oldugunu gosterir.

1 2 11
(A—2,DX, =(A—2A3DX; =11 2 1[|Y2| =0 denkleminden bulunur. y1+2y»+y3=0. Burada katsayilar matrisi
1 2 113

indirgendiginde alt iki satiri sifir, dolayisiyla ranki 1 olur. Bu durumda Gglinci bilinmeyen y»=s, y3=t dersek; yi1=-2s-t olur. Bu

Y1 -2 -1
durumda ()’2) = S( 1 >+ t( 0 ) olur.
V2 0 1

-2 -1
Boylece X, = 1 | ,X3 =] 0 | olur.
0 1

“Gram-Schmidt diklestirme yontemi”:

X1, X2, X3 6z vektorleri A 6z degerlerine karsilik gelen lineer bagimsiz ancak, bir birine dik olmayan ti¢ 6z vektor olsun. Bunlarin;
Y1=X1, Y2=Xo+aY1, Y3=X3+BY1+YY2 seklinde tanimlanan lineer bilesimleri de yine 6z vektor olacaktir. Bu a,B,Y sabitlerini dyle
tanimlayalim ki yeni tanimlanan bu 6z vektérler bir birlerine dik olsunlar. Bu durumda; Y1.Y2=0=Y1.Xo+aY1Y1 & a=-Y1X2/Y1Y1,
Y3Y1=0=X3Y1+BY1Y24+YY2Y2 = B=-X3Y1/Y1Y1, Y3Y2=0=X3Y2+BY1Y2+YY2Y2 = Y=-X3Y2/Y2Y> elde edilir.

MATRISLERIN KOSEGENLESTIRILMESI:

a, 0
Kdsegen matris ayni sayili satir ve situn elemanlari sifirdan farkli, diger elemanlari sifir olan kare matristir. A = I : .
0 Ann

Kdsegen matrisin n. Kuvveti kosegen elemanlarinin kuvveti n olan matristir. Bir kare matrisi kosegenlestirmenin cesitli yollari
vardir. Bir A matrisini kdsegenlestiren bir Q matrisi tanimlanirsa A=Q".A.Q olur. Burada A, A’nin késegen matrisidir. Matrislerin
kosegenlestiriimesi ile koordinat déniisiimleri arasinda bir iliski belirlenebilir. Ornegin x, y eksenleri z ekseni etrafinda 8 agisi
kadar dondurillrse, uzaydaki bir (x1, x2, x39 noktasinin koordinatlari (x1’, x2’, x3’) olur. Bu koordinatlarin matris gosterimi ve

x'y cosy9 sing 0 X1
dénisimi; X' = [x',| ,R = |—sin@ cos8 0| ,X =[X2| » X' =R.X dir.
X' 0 0 1 X3



Buradaki ortogonal R matrisine dénme matrisi denir. R’=Q.R.Q! seklinde R matrisini kdsegenlestiren bir déniisiim (esas eksen
donlisimi) uygulanabilir.

2 21
Ornek: 4A=|1 3 1] matrisini késegenlestiriniz.
1 2 2
2—-21 2 1
Coziim: det(A-A)=0>| 1 3-1 1 [=-247212-11145=0->14=5,1,= ;=1
1 2 2—-2

Ai=5 igin elde edilen denklem sisteminden x3=1 segerek x1 ve x2 degerlerini bulup X1 6z vektdruni belirleriz; X; =

1
1].
1

Denklem sisteminin matrisinden rank 2 olarak bulunur. A3=1 igin yeni denklem sistemi elde edilir ve burada y1+2y,+y3=0 - ya=s

Y1 -2 -1 -2 -1
veys=t >yi=-2s-t>|Y2|=s| 1 |+¢| 0 |,buradan 6z vektorlerX, = 1 |,X3 =] 0 |olur.
Y2 0 1 0 1
1 -2 —1 . 1 2 1
Qmatrisivetersi;Q = |1 1 - Q1= Z —1 2 olur.
1 0 1

Késegen matris A=Q*L.A.Q> A =

1
4

2 21 -2 -1 500
- —1 1 3 1 1 0[—]0 1 0] olur.
1 2 2 0 1 0 0 1

ALISTIRMALAR:
12 1 -4 0 R
1)A = [_3 5] ,B = [ ) 3] matrisleri veriliyor.

a)3A-2B=C ise C matrisini bulunuz.
b)A+B+D=I ise D matrisi nedir?
¢)A%-B?=E ise E matrisi nedir?

d)A.B#B.A oldugunu gosteriniz.

2)A = [_31 ﬂ matrisi veriliyor.

a)AT matrisini bulunuz. Cevap: AT = [3 _41]

—49 294

4 4 _
b)A* matrisini bulunuz. Cevap: A _147 98

1 - A= L[t 2
¢)A™ matrisini bulunuz. Cevap: A7 = — [1 3 ]

d)A matrisinin simetrik olup olmadigini gésteriniz. Cevap: AT#A oldugundan simetrik degildir.

4 3
3)A=[1 0 _2],B= —2 0 | matrisleri veriliyor.
3 1 4
1 -1
9 9
a)AT+2B=C ise C matrisi nedir? Cevap: D = [—4 1
0 2

b)A.B=D ise D matrisi nedir? Cevap: D = [14 5]



3 1 2
1 —2 0 | matrisi veriliyor.
4 1 -1

a)A =

a)detlAl ‘yi hesaplayiniz. Cevap: -25

2 1 9
b)A° ‘yi bulunuz. Cevap: A = |3 —-11 1
4 2 =7
L 2 3 4
c)A™! matrisini bulunuz. Cevap: A~ = ~ s 1 —-11 2
9 1 -7

d) izA’y1 bulunuz. Cevap: 0

1

- olduguna gore; y, z ve t nedir? Cevap: 4 farkli durum séz konusudur. Bir

5)A = [)ZC 3;] matrisi ortogonal (dik) matris ve x =

S|

durum (y,z,t)= (

1 1 1
, baska durum (y,z,t)= (_ﬁ'ﬁ' _ﬁ)

1 _ 1 i)
V2’ V2’2
6)A = [i)l (l)] matrisi veriliyor.

a)A matrisi simetrik veya antisimetrik midir? Gosteriniz. Cevap: A'#A oldugundan simetrik degil, A™=-A oldugundan anti-
simetriktir.

b)Hermityen veya antihermityen midir? Goésteriniz. Cevap: Hermityendir.

c)Birimsel matris midir? Cevap: A*.A=Il kosulunu sagladigindan birimsel (tniter) dir.

2 _
7)A(x) = [zx _’; E’;] matrisi veriliyor.

al2% | x'(2) ve det’(2) nedir? Hesaplayniz. Cevap: A'(2) = i (3;] odetir@li=12
b)folA(x). dx nedir? Hesaplayiniz. Cevap: [_11/6 3_/22

4 -1 2
8)A=1|0 3 5 | determinantini aginiz. Cevap: -63
1 2 -1

9)2x-y+3z=1, 3x+2y-z=0, x-3y-2z=2 denklem sistemini determinant kullanarak ¢ézlinliz. Cevap: x=17/52, y=-27/52, z=-3/52
-2 111 _712 . . S
10)[ 3 2] [y] = [_5] olduguna goére [y] matrisini hesaplayiniz.

2 1 -1 0
1 —1 2 2 | matrisiveriliyor.
2 2 1 -1

11)A =

0 3 -5 -4
0 0 11 -1

a)Satir esolon forma getiriniz. Cevap: S. EselonA =

1—122]

b)Rankini bulunuz. Cevap: Eselon formda tium elemanlari sifir olmayan satirlarin sayisidir; 3.



12) A = [g ;] matrisinin 6z deger ve 6z vektorlerini bulunuz. Cevap: A1=5, h>=2 , X; = (1) , X, = (_11/2)

-1 2 2 1/2 1/2
13)A=|2 2 —1] matrisinin 6z deger ve 6z vektorlerini bulunuz. Cevap: Ad1=A2=3, A3=-3, X; = < 1 ) Xy = < 0 ),
2 -1 2 0 1
-2
“=(1)
1
-1 2 2 30 0
14)A =] 2 2 —1] matrisini kosegen hale getiriniz. Cevap: A, =0 3 0 l
2 -1 2 0 0 -3

BOLUM-2
OZEL DENKLEMLER VE OZEL FONKSIYONLAR

Matematiksel fizigin pek ¢ok alaninda; Laplace, Poisson, Helmholtz, klasik dalga ve Schrédinger gibi kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin farkh koordinat sistemlerinde ¢6ziimleri genellikle 6zel fonksiyonlar yardimiyla yapilir.

Ornegin Schrédinger denkleminin kiiresel koordinatlarda ¢éziimiinde yarigapa bagl kisim (Bessel diferansiyel denklemi) Bessel
fonksiyonlari, agilara bagh kisim (Legendre diferansiyel denklemi) Legendre polinomlari ile, harmonik osilator ¢ozici ise Hermit
polinomlari ise yapilir. Bu fonksiyonlar icerisinde faktoriyeller yer alir. Faktériyelleri iceren fonksiyonlar 6zellikle gama ve beta
fonksiyonlaridir.

FAKTORIYEL FONKSIYONLAR:
1)Gama fonksiyonu:

I'(z) = fooo e *x*"'dx (Re z>0), gama fonksiyonunun Euler formudur.

1
n+1

Yaygin olarak bilinen bagka bigimi [(1)=1 sinir kosulu altinda ve {i(z) degisken katsayisi Y (z) = —@ + Z;’f;o[ i] (Re z>0)

. dar(z
olmak tzere arz)
dz

—Y(2)I'(z) = 0 diferansiyel denkleminin ¢6zimudir. Burada Y=0,577216 Euler-Macheroni sabitidir.
Gama fonksiyonunun ozellikleri:

1)r(z+1)=zl(z), (z=0, -1, -2,..noktalari harig).

2)[(z)M(1-z)=m/sin(zm), (z=0, £1, £2, ...noktalari harig ).

3)2%11(2)[z+(1/2)]=n"21(2z), (z=0, -1/2, -1, -3/2,...noktalari haric).

4)r(1)=1, r(n+1)=nr(n)=n!, (n=0,1,2,...).

5)r(1/2)=n/2

1 13.5..(2n—1
6) (E + n) = %ﬁ, (n=1,2,3,..).

l J— — ﬂ = 1 icin- - ”_ ' n '
T (2 n) = 1'3'5”(2n_1)\/ﬁ, (n=1,2,3...). Legendre polinomlari i¢in; 1.3.5...(2n+1)=(2n+1)!1=(2n+1)!/(2".n!) ve

2.4.6...(2n)=(2n)!!1=2".n! olur.

Ornek: fome‘3"2dx integralini hesaplayiniz.



—uq,—1/2 1= =1 =r¥ =L
%fe du »z-1=— —5z=2 -1 F(Z) WAL

P _ _
Cozlim: 3x*=u = 6xdx=du > dx = i

6G )1/2
Ornek: a)r(4)=?, b)r(5/2)=?

Coziim: a)l(n+1)=nl(n)=n! > (3+1)=3!=6, b)I’ G + n) = Lfn_l)\/ﬁ >n=2->T G) =3

2 4
2)Beta fonksiyonu:

rere)

Teety) seklinde gama

Re x>0 ve Re y>0 olmak tizere B(x,y) = B(y,x) = fol u*"1(1 — u)¥ " tdu ile tanimlanir. B(x,y) =

fonksiyonuna baghdir.

.. 2 ., . ..
Ornek: fon/ sin®x. cos3x. dx integralini hesaplayiniz.

1
Coziim: sinx=u - cosx.dx=du > fol u?(1 — u?)du olur. u?=t > du=dt/(2.t¥?) > fol t2. (1 — t).dt . Buradan x-1=1/2 ->x=3/2 ve y-

o 3 1rGr@ _1Gvm@ _ 2
1=1 > y-2 olur. B (5,2) 2 1"( +2) = E 2(1?5\/5) = E

Not: B(p,q) = 2 f:/z sin®P~1x, cos?1 1x. dx

PARCALI KISMi TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLER:

Parcali ya da kismi turevli diferansiyel denklemler (Laplace, Poisson, Helmholz, Schrédinger...) degiskenlerine ayirma, integral
donlisimi, nimerik hesaplar gibi yontemlerle ¢ozilebilir.

1)Laplace denklemi:

Kartezyen koordinatlarda degiskenlerine ayirma:

2 2 2
Vzlp(x v,2) = (a_x2+ aay pye; )lp(x v,z) = 0, Y(xy,2)=X(x).Y(y).Z(z) alinip denklemde yerine yazildiginda; Y.Z.gT)Z( +
x.2.2% xv %% -0 5 1% 10 _10%2_ —k?, buradan X" (x)+k*X(x)=0 ve m?=-k?-I? olmak iizere Y”'(y)+2Y(y)=0 ve
! '6y2 ' 'azz X 0x2 Y d0y?2 Z 972 !

7”(z)+m?Z(z)=0 denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin genel ¢éziimii Yim(X,y,z)=Xk(x).Yi(y).Zm(z) seklinde olur. Bu fonksiyon sinir
kosullaryla birlikte Y (x, ¥, 2) = Y iim Crim- Xk (X)Y; () Z, (2) seklinde yazilabilir.

2)Helmholtz denklemi:

Silindirik koordinatlarda Helmholtz denklemi:

2
VZ(p,®,2) + k*P(p,®,z) = 0 seklindedir. Bu denkleme degiskenlere ayirma yéntemini uygulayallm. (%aa—p(p i) + R +

ap p2 002
i 2 9 i L - 7712 7 2 "
a22)1/)+k Y =0->Y(p,0,2) =P(p).d(@).Z(z)alinirsa, s ap(p )+¢p26®2 + k? > = 2’-PZ=0, ¢"+m%$=0, P"' +
2
%P’ + (n2 - 7;—2) P = 0, burada n?=k?+I dir. Buradaki p’ya bagli diferansiyel denkleme Bessel diferansiyel denklemi denir.

Helmholtz denkleminin genel ¢6zimi Y (x, ¥, 2z) = Ymn CnnPon (0) dm (9)Z,,(2) seklindedir.
3)Schrodinger denklemi:

Kiiresel koordinatlarda zamana bagh Schrédinger denklemi:

_R2
%vzw(r,e,w, O+ V@Y, 0,p,t) = ihill)(T, 0, ,t) seklindedir. Bu denklemin ¢éziimii Y (r, 8, @,t) = U(r,0,p).T(t)

2
seklinde olsun. —Zh—m%VZU +V(@) = hla—T = E — zamana bagli kisim T(t) = e ~¥t/" olur. Konum ve agilara bagl kisim

W2 [1 0 ( 50U 1 1
~om T—Za—r(r 6_r) + = Smaﬁ(smeﬁ Tein?0 g ]+ V(r)U = EU olur. U=R(r).Y(6,p) seklinde degiskenlere ayrilan ¢ozimii

olsun. Bunu denklemde yerine yazip denklem degiskenlere ayrildiginda; —i(rz dR) zm ST2[E—-V(@)] =212 >R"+ ;R +

Rdr dr

a ( . oY 1 9%v] _ _ .
[£ (sme £> + @ﬁ] =1 - Y=0(8).0(¢p) seklinde

2n_rzn[E -V(@IR - iR = 0 (Radyal Schordinger denklemi), — ——

v sin, __la_(p_ ’7 2 _i —
¢6zUm ararsak, — A ae( in@ )+Asm9 o997 =m? >0 +m(D0ve eae(smﬁ ) [/1

]0 =0 (Agilara

sin26
bagli kisim- Legendre dlferanswel denklemi) .



Schéridenger denkleminin genel ¢dzimi Y (r, 0,9, t) = Y1 ComRi(1) 03 (0) b (9). e YN seklindedir.

4)lsi iletim (diffiizyon) denklemi:

V2T (x,y,t) = i%T(x, y,t), burada a 1si diffiizleme sabitidir. Bu denklem T(x,y.t)=X(x)Y(y)t(t) seklinde degiskenlerine ayrilarak
cozillebilir. B=a.m? ve §>=m?-Y? sabitler olmak (izere ii¢ tane denklem elde edilir. T'+Bt(t)=0, X”’+Y2X(x)=0, Y’+52Y(y)=0; bu
denklemlerin ¢6ziimleri sirasiyla t(t)=e™®, X(x)=Acos(Yx)+Bsin(Yx), Y(y)=Ccos(8y)+Dsin(8y) seklindedir. Buradaki A. B, C, D
katsayilari baslangic ve sinir kosullarindan bulunur.

BESSEL FONKSIYONLARI:

Bu fonksiyonlar Bessel tarafindan gezegenlerin hareketini incelerken tanimlanmistir. Yaygin bicimi x2y” +xy’+(x2-n2)y=0
seklindedir. Burada x kompleks bir degisken, n ise gercel veya kompleks olabilen sabittir. Bessel denkleminin ¢6zim( y(x) =
YiZoa;- x*k | (aoH0) seklinde genellestirilmis kuvvet serisi metoduyla yapilir. Y(x) fonksiyonu diferansiyel denklemde yerine
konulup k ve n’nin gesitli durumlari igin y(x) fonksiyonu belirlenir.

(—l)m (x)2m+n

l.durum: k=n; ao#0 ve a1=0 iken; y(x) = J,,(x) = Yo oy b

bulunur. Buna n.mertebeden birinci gesit Bessel

fonksiyonu denir.

(_1)m (f)zm_n >O t k J ( )_( 1)”] ( ) kl d |
mi(m—n)! ,Nn ve n tamsayl IKken Jn(X)={- n(X) seklinde lineer

2
bagimlilik vardir. bulunur. Bunun disinda kalan ¢6zim N, (x) = ij;+]"m seklinde olur. Bu da n.mertebeden ikinci gesit

Besssel ya da Neumann fonksiyonu olarak adlandirilir. Bu durumda n tamsayi iken Bessel denkleminin en genel ¢ozimu
y(x)=AJn(x)+BNn(x) seklinde tanimlanir.

Il.durum: k=n; ao#0 ve a1=0 iken; y(x) = J_,(x) = Xm—p

n tek yarim sayi iken; denklemin bir birinden bagimsiz iki ¢6zimu olup bunlarin toplami y(x)=Cln(x)+DJ-n(x) genel ¢ozimddr.

1 n o; 1 n
Bessel fonksiyonlarini: 1(x) = 2ty (=1l) s (n=0,1,2...), 1(x) = 2 g (L L) o (n=0,1,2...) yazabiliriz.
n+- —-n-= T x
2 2

s x dx x x dx

= v, A~ _ i . — i - Ha — i l A — - =
Ornegin n=0 |g|n]%(x)—\/;smx ve]_%(x)—\/;cosx , n=1/2 icin ]%(x) \/;(xsmx cosx) ve]Ta(x)

2 1 .
/— (— cosx + smx) olur.
X X

Uretme fonksiyonlar:

1 1
Bessel denkleminde g(x,t) = (70 = Yo o Jn(x).t™ fonksiyonu yardimiyla Gretme fonksiyonlari bulunabilir. Buradaki
seride t" nin katsayilari Bessel fonksiyonlaridir.

Tekrarlama bagintilari:

Bessel fonksiyonlari ve tlrevleri arasinda, bazi integrallerin hesaplanmasinda kolaylik saglayacak asagidaki tekrarlama bagintilari
mevcuttur.

D1 (x) + Jpg1 (x) = Zx—n]n(x) 0 2) Jpo1(0) = Jner(0) = 2)7, (%), 3) Xy (x) = (x) = xJ", (%) , 4) nJn(x) —
nr (0 = ', () )L (O] = X (@), 6) - ()] = ¥ Ma () 7) (S 2, ()] =
(il)mxin_m]nim(x)

Diklik 6zelligi:

Jn(x) ve Jn(y) fonksiyonlarinin Bessel fonksiyonlarinda yerine konularak, x->ar ve y=>Br donisimleri yapilarak, bu fonksiyonlarin
0 a#*pf

- . . b . -
u¢ noktalarinda sifira gittigi kabul edilerek, [a,b] araliginda; fa r. o (ar). J,(Br).dr = {%TZ[(]nJ_d(a’?”)]z a=p seklinde diklik

bagintisi elde edilir.
BESSEL FONKSiYONLARININ DiGER CESITLERi:

1)Hankel Fonksiyonlari:

Hr(Ll)(x) = J,(x) + iN,(x), H,(lz)(x) = J,(x) — iN,(x) . Bunlar n.mertebeden sirasiyla birinci ve ikinci hankel (Uglincu gesit
Bessel) fonksiyonlaridir.

2)Modified Bessel Fonksiyonlari:



Bunlar x>=ix degisimiyle elde edilen fonksiyonlardir. Bu durumda Bessel denklemi x2y”’+xy’-(x>+n?)y=0 olur. Bu denklemin
¢ozlimleri In(x) ve Kn(x) sirasiyla birinci ve ikinci cesit Modified Bessel fonksiyonlaridir. In(x)=i™Jn(ix), Kn(x)=(1t/2).i"%.HaM(x) .

3)Kiresel Bessel Fonksiyonlari:
2
Schrodinger denkleminin kiiresel simetrik potansiyel i¢in ¢dziimiinde bulunan radyal denklem kismi R + % [kz(r) - ':—2] R =

0 seklindedir. Burada k2(r) = Zh—rzn [E — V(r)] ve A2=n(n+1) dir. Bu denklemin ¢dziimiine R(p) = A.J,(p) = \/%]M_(p)

burada p=kr seklindedir. Buradaki Jn(p) fonksiyonuna Kiiresel Bessel Fonksiyonu denir. Benzer sekilde kiiresel Neumann, Hankel
ve Modified Bessel fonksiyonlari da tanimlanir.

na(p) = \f 22 (0) D (p) = o) + iy (p) = \f H ), lpl=hlp)-imlo), 1 () = \f L1 (0), n(p) =

Y
\/;Kn%(p) :

Bessel fonksiyonlarinin 6zel durumlari:

1)x — oo iken; J,(x) = \/gcos [x - (n +%) g] , Np(x) = \/E—xsin [x - (n +%)§]

Lo 1 [fex\" 2 reX\"N
2)n ¢ok buyuk iken; J, (x) — _ﬁ(ﬁ) , N,(x) - _E(ﬁ)

1 2
——I“(n)(;)" n>0 (2n-1)1

( ) Ny (x) - n%lnx o , Jn(@) - an +1)” (ntamsay1), n,(x) > —=-75— (n

3)x->0iken; J,(x) -

rn +1)

tamsayi).

LEGENDRE POLINOMLARI:

Fransiz matematik¢i A.M Legendre gezegenler arasindaki ¢gekim kuvvetinin incelenmesi tizerine yaptigi ¢alismalarda bugtin kendi
adiyla anilan diferansiyel denklemi ve ¢6ziim fonksiyonlarini tanimladi. Kuantum mekaniginde Schrédinger dalga denkleminin

] . 00 m? . . .. o .
gozumunde 50 (sm@ £) + [/1 - sinZG] O = 0 denklemiyle karsilasilir. Bu denkleme x=sin@ degisken degisimi yapildiginda

2
(1—x2)y" - 2xy + [1 - (;f—xz)] y =0, —1 < x < 1 elde edilir. Buna Assosye Legendre Diferansiyel denklemi denir.

Denkleme m=0 iken Legendre Diferansiyel denklemi, cdziimlerine de Legendre Polinomlari denir. bu denklemin yaygin biline
formu A=n(n+1) olmak iizere, (1-x?)y”’-2xy’+n(n+1)y=0, (n=0,1,2,...) seklindedir. Coziimii y(x) = Y5, Cxx® , (co#0) kuvvet
serisiyle aranir.

—1)) i .
y(x) = B,(x) = ;":0% (x)™"2J seklinde bir ¢dziim bulunur. Burada Pn(x) fonksiyonlari n.mertebeden birinci gesit

Legendre polinomlari olarak adlandirilir. Qa(x) fonksiyonu n.mertebeden ikinci cesit Legendre polinomlari olmak tizere, genel
¢6zim y(x)=Pn(x)+Qn(x) olur. Pa(x) in kuvvet serisinde n ¢ift > m=n/2, n tek > m=(n-1)/2 alinir.

Bazi Legendre polinomlari; Po(x)=1, P1(x)=x, P2(x)=(3x2-1)/2, P3(x)=(5x3-3x)/2, Pa(x)=(35x*-30x%+3)/8, ...
Legendre polinomlari igin liretme fonksiyonlari:

Pn(x) polinomlari; g(x,t) = V1 — 2t + t? seklindeki bir iretme fonksiyonunun t'nin kuvvet agilimiyla tanimlanabilir. g(x, t) =
V1—-2t+t%2 =37 B(x).t" (Itl<l ve x#1) den Pa(x)’in n cift iken gift, n tek iken tek pariteli bir fonksiyon oldugu goralir.
Pn(x)=(-1)".Pn(-x) veya Pn(-x)=(-1)".Pn(x).

Bu durumda Pn(1)=1, Pn(-1)=(-1)", P,,(0) = (— 1)”(2(121”)1,?” P2n+1(0)=0 olur. Buradan B,(x) = pr [dx] (x? — 1)™ Rodrigues

formiilii elde edilir.

Legendre polinomlari iin tekrarlama bagintilari:
Birinci ¢esit Legendre polinomlari icin;
1)(2n+1)xPn(x)=(n+1)Pn+1(x)+nPn-1(x)

2) P’ns1(X)+P n-1(X)=2XP’n(X)+Pn(x)



3) P’ n41(X)-P’n1(x)=(2n+1)Pn(x)
8) P’ ne1(X)=(n+1)Pn(X)+xPn(X)

5) P’ n-1(X)=-NPa(x)+XP"n(x)

6) (1-X2)P’n(X)=nPr-1(x)-nxPn(x)

7) (1-x2)P’n(x)=(n+1)xPn(x)-(n+1)Pria ()

Legendre polinomlarinin diklik 6zelligi:

1 0 n#+m
Jo PO Pp()dx =4 2 _
2n+1

Assosiye Legendre Polinomlar::

m2
1-x

Assosiye Legendre diferansiyel denklemi (1 —x2)y" —2xy’ + [n(n +1) - 2] seklindedir. Bu denklemin ¢6zimi y(x) =

PIM) = (1= x?)Y* 40 P, (x) seklindedir.

HERMITE POLINOMLARI

Fransiz matematikg¢i C.Hermite tarafindan tanimlanan diferansiyel denklemin ¢éziimlerine Hermite polinomlari denir. Hermite
polinomlariyla kuantum mekaniginde harmonik osilatoriin ¢6ziimiinde karsilasilir.

2 —
Harmonik osilatériin Hamiltoniyeni bir boyutta H = ;—m + %sz seklindedir. Burada p = ihV islemcisi dikkate alindiginda

2 2
—h—d—U(x) + %KxZU(x) = EU(x) elde edilir. Buradaw = \/% alir,y = ’%x = ax ve E= % degisimleri yapilirsa;

2m dx?

2 2
dd—yzU(x) + (€ —y*)U(y) = 0 elde edilir. Bu denklemi y->co asimtotik davranisinda ;—yzUo(y) —y2Uy(y) = 0, bunun ¢dziimii
Upy(y) = e=V?/2 , genel ¢ozimi de U(x) = y(x). ex’/2 seklinde olur. Bu U(x) fonksiyonu osilatérin diferansiyel denkleminde

yerine kondugunda y”’-2xy’+2ny=0 elde edilir. C6ziimdeki y(x) fonksiyonlarina Hermite polinomlari denir.

Hermite denklemindeki n sabiti 2n =€ —1 veya E = hw (n + %) dir. Hermite denklemini ¢cozmek igin y(x) = Yoo_ @, x k™

2(k+m-n)

deneyelim. Bu durumda tekrarlama bagintisi a,,,, = FrmsDetme D)

a,, bulunur. Buradan m ve n’nin gesitli durumlari igin y(x)

nl(2x)""2

. Jj
fonksiyonu belirlenir. Bu durumda Hermite polinomlari; y(x) = H,(x) = Z?’zo(—l)f 2D Olur. Buradaki N st sinir degeri;

x2

L H,(x)e = olur.

n ¢ift iken N=n/2, n tek iken N=(n-1)/2 dir. Harmonik osilatériin dalga fonksiyonlari da U, (x) = Tron
ni)Nm

Uretme fonksiyonlari:

g(x,t) = emt*+2tx = yo Hn(x)% , burada Itl<co dir.
Tekrarlama bagintilari:

1)Hn+1(x)-2xHn(x)+2nHn-1(x)=0 n=0,1,2...
2)Hw'(x)-2nHn-1(x)=0 n=1,2,3...
3)Hn+1(x)-2xHn(x)+Hn'(x)=0 n=1,2,3...
4)Hn""(x)-2xHn’(x)+2nHn(x)=0 n=0,1,2...

Rodrigues formiilii:

Hy () = (—1)re™ ()

Hermite polinomlarinin bazi 6zel degerleri; Ho(x)=1, Hi(x)=2x, Ha(x)4x2-2, H3(x)=8x3-12x, Ha(x)=16x*-48x%+12, ..., H2n(0)=(-
1)"(2n)!/n!, Han+1(0)=0

Diklik 6zelligi:



o 2 _ 0 n#m
S e Hy(x).Hy(x).dx = {Z"n!\/ﬁ e m

Ornek: bir boyutta salinim yapan harmonik osilatér icin, x konum ve Px momentum islemcilerinin beklenen degerini bulunuz.

xz e
¢ozim: U, (x) = Nye zH,(x), P, = —ih;—x ,<x>= [ Uy (x).x.Up(x).dx

<x >= [Ny [7, e Hy" (2)xHn () dx = [N J? [ €7 Hy () 5 Hyy (%) = nHp_y ()] dx =
[N, |? ffow%e‘szn(x)HnH(x)dx + N, I? ffooo ne " H, (x)H,_,(x)dx = 0 (n#n+1 ve n#n-1 oldugundan dolayi).

< P, >= —ih|N,|? f_cto e zH," (;—x) e zH,(x)dx = —ih|N,|* [ e 2z H,(x) (—xe_THn(x) + e_THn’(x)) dx = ih<x>

ih|N,|? ffom e‘szn(x)Hn’(x)dx =04 0 = 0 (burada Hn'(x)=2nHn-1(x) ve n#m=n-1 dolayisiyla integral sifirdir)

LAGUERRE POLINOMLARI

Fransiz matematikgi E.Laguerre tarafindan kendi adiyla anilan diferansiyel denklemin ¢6ziimleri igin ortaya atilmis polinomlardir.
Kuantum mekaniginde hidrojen atomunun V(r)=-Ze?/r cekici potansiyeli iceren Schrédinger denkleminin radyal kisminin
¢6zUmunde kullantlir.

2

" , ., 2m Ze? n(n+1)
R"+2R + 2 [E+ 2| R -

r2

2mlE| __ 2mze?
w2 T arz
2

R" + ;R’ — %R + %R — %R = 0 elde edilir. Bu denklemin asimtotik davranisi R(p)=F(p)e®? seklinde oldugu goriilir.

R =0 , (E<0). Bu denklemde a? =

p = ar degisken degisimi yapilirsa;

Buradan F"' + E — 1] F' + [YT_I — %} F = 0, bunun ¢6zim F(p)=p™L(p) seklinde oldugunu varsayalim. P=0'da R(p)=0
olmasi igin m=n olmalidir. Bu durumda pL” + [2(n + 1) — p]L’' + (y — n — 1)L = 0 elde edilir.
Laguerre diferansiyel denklemi n bir sabit olmak tizere; xy” +[1-x]y’+ny=0 seklinde tanimlanir. Bu denklemin ¢ézimi y(x) =

n (—1)Mnlx™

m=0 (n-m)!(m!)?2

Y o Amx ™ kuvvet serisinden; y(x) = L, (x) = seklinde olur.

Assosye Laguerre diferansiyel denklemi Ln(x)=>La™(x) yazilarak bulunur; xy”+[m+1-x]y’+(n-m)y=0 . Asosye Laguerre denkleminin

m
coztmleri L7t (x) = jx—an(x) seklinde tanimlanir.

Uretme fonksiyonlari:

e—xt/(l—t) Ln(x)tn

glx,t) = Q= - Y=o

(t<1) seklindedir.

Tekrarlama bagintilan:
1)L’ (x)-nLnt’ (x)+nLn-2(x)=0 (n=1,2,...
2)Lne1(x)+n2La1(x)-(20+1-X)La(X)=0
3)(n+1)Las1(X)+nLa-1(x)-(2n+1-%)La(x)=0
A)XLy’ (x)-nLn(x)+nLn1(x)=0

Rodrigues formiilii:

X n
L,(x) = i—‘;c—n(x"e_x) seklindedir. Bazi Laguerre polinomlari; Lo(x)=1, Li(x)=-x+1, L»=1-2x+x%/2, ..., La(0)=n! olur.
Diklik 6zelligi:
[P e Ly(x) . Ly (x).dx = 0 n#m
0 PRI EmAS SRS T D)2 n=m

KURESEL HARMONIKLER:



LapIace denkleminin kiiresel koordinatlarda ¢arpanlarina ayirma yéntemiyle elde edilen; — Le %(szn@ )

]Y(G @) = AY (6, @) denkleminin ¢6zimin saglayan Y (0, @) fonksiyonlarina, A=n(n+1) iken, kiiresel harmonikler

sin@ d?

denir ve Yy, (0, 9) = Ny P (cos0) D (¢) seklinde tanimlanir. Burada Pa™(cosB) Assosiye Legendre polinomu, Nnm ise
. . _ (_1ym [2n+1(n-m)! . .

normalizasyon sabiti olup N, = (—1) pr——— seklindedir.

Kiiresel harmoniklerin o6zellikleri:
1)Yn,—m(9' (P) = (_1)er:,m(9' 90)
27 .
2 [ Vim0, @)Y 1,1 (8, 9). 5inB. 0. dY = 8y Sy

Ozel degerler:

EULER-LAGRANGE DENKLEMLERI

Varyasyon hesabinda ve klasik mekanikte verilen bir eylem foksiyonelinin duragan noktalari olan ¢éziimlerinin olusturdugu ikinci
mertebeden bir adi diferansiyel denklemler sistemidir. I = ff Fly(x),y'(x), x].dx de F[y(x),y’(x),x] fonksiyoneli y(x) ve y’(x)'e
nasil bagli olmali ki, | integrali bir ekstremum degere sahip olsun seklinde ifade edilir. Bu ise I = 0 igin y(x) fonksiyonunun

dF dF

bulunmasidir. Bu durumda; (d—y’) = 0 denklemini saglamali ki bu denkleme Euler Lagrange denklemi denir.

Ornek: Bir diizlemde iki nokta arasindaki en kisa yolu veren egrinin denklemini bulun.

Coziim: ds—>A,B noktalarini birlestiren egri tizerinde diferansiyel yay elemani olsun. I = ff ds = ffd (dx)? + (dy)? =

B ay\? . _ (B w7 . N (1 e 2\1/2 . LOF oy oF _ . .
f 1+ ( ) dx = f 1+ y'2dx dir. F(y )—(1+y )2 fonksiyonunun kismi tlrevleri = Tine ve 3y 0 dir. Bu tlirevleri
a_ y® oo r__ ¢ _ —
Euler-Lagrange denkleminde yerine koyarsak PR wverToas =0 - T c oy = — = A -y =Ax+ B olur.

Ornek: Yeryiiziinden yukarida A(x,y) noktasindan serbest diismeye baslayan m kiitleli bir cisim B(xo,yo) noktasina en kisa siirede
gelmesi icin izlemesi gereken yoriinge denklemi ne olmalidir? (Bernoulli tarafindan énerilen Brachistochrone problemi).

Cozim: Busuret = f dlger yandan enerjinin korunumundan mgy=mv%/2 > v = /2gy ,ds = /1 + (y")%dx -t =

f 1+(y ) dx - F(y,y') = ’% seklindedir. (1 + y’z)y =2c= 2g7 , burada y’=cot® dénusumi yapilirsa - y=c(1-
1

co0s28)= c(1 cos®) >y’ Zy 4y 06

phalrem — x = c(p — sind) bulunur. Bunlar (x ve y) sikloidin parametrik denklemleridir.

COK DEGISKENLi EULER-LAGRANGE DENKLEMLERI:

j—; — ;—x(j—;) =0 (i=1,2,3...), I = fBF[yl-(x),y’.(x),x]dx buradaki F’nin verilen diferansiyel denklemi saglamasi gerekir. I =
, a d (0F 92 am ( oF . . .
f:F [y (%), 6y o n, ]dx integralinde F; @_E(ay’) to3 (ay ) + o+ (= 1)” Py (a (n)) = 0 diferansiyel denklemini
saglamalidir. I = [ff Flu;(x,y,2), uyx(x,y,2), ... ]dx.dy.dz de F fonksiyonu; ——Z] 150 <aaup> 0, [uU
Jj )

(i=1,2,..,n) denklemini saglar.
Varyasyonlar hesabinin uygulamalari:

Korunumlu bir sistem i¢in Hamilton varyasyon ilkesiile 61 = § fttlz L(qi, q’i; t)dt belirlenir. Burada gi genellestirilmis

koordinatlar, q’i tiirev, t ise zamandir. L fonksiyonuna; L=T-V kinetik ve potansiyel enerjiler arasindaki farki ifade eden Lagrange



fonksiyonu denir. Bu durumda Lagrange hareket denklemi %(;‘ZL ) - B%L =0 (i=1,2,...,n) seklindedir. Burada n serbestlik
i i

derecesi veya genellestirilmis koordinatlarin sayisidir.

Ornek: R yaricapli bir yarim kiire icinde hareket etmekte olan m kiitleli bir bilyenin hareket denklemlerini bulunuz. (Bilyeyi
noktasal kabul ediniz)

Coziim:

Sekildeki konumda potansiyel enerji V=-mgz=-mgrcos8, kinetik enerji T = im(}'cz + y2 + z2) dir. Cismin koordinatlar;

x=r.sinB.cosY, y=r.sinB.sinY, z=-r.cosB dir. Hiz bilesenleri; x = r(cos@ 6.cosy — sinf. siny. )7) y = r(cos@ 6.siny —

sinf. cosy. y) Z=r. (smG 9) seklindedir. Lagrangian L=T -V = —mr2 (92 + y2sin 9) + mgrcosé olur. _(Z_:) - Z_z =

0;0icinr.0 — rsinfcos.y? + gsind =0, Yicin mr2ysin?6 = c seklinde hareket denklemleri elde edilir.

Ornek: Kiitlesi m, yiikii e olan bir parcacik d(x) skaler ve A= (f(t)) vektor potansiyeli altinda elektromanyetik teoriye gore L =
%mﬁz — @ + eAd seklinde Lagrange fonksiyonuna sahiptir. Bu pargacigin hareket denklemlerini bulunuz.

Coziim: Elektromanyetik teoride E=-V.oveB=Vx4 dir.= 9

Py (M) ) dan; m¥; — eE; — e(x¥,B; — %3B,) = 0 ve

aq aq
- -
m¥, = eE; + e(v X B)1olur.

ALISTIRMALAR:

1)a) [, Vxe ™ dx, b) Iy a ¥ dx , o) fol

kullaniniz). Cevap: a)— b) Zk\\//—_ c) —Vm

de integrallerini hesaplayiniz (gama (I) fonksiyonunun 6zelliklerini

)fwidx = integralinin dogrulugunu gosteriniz.
0 1+4x% 2v2

3)a)2 fon/z sin®6.cos%6.d0 , b) f01 x*(1 — x)®dx integrallerini hesaplayiniz. Cevap: a) 1/12, b)1/2310

4) a)F( ) b)Ir(3), c)F(— —) d) B(4,2), e) B(2,1)+3r(2) ifadelerinin degerlerini bulunuz. Cevap: a) 5\/_

e)7/2

b)2, o) 2, d)1/20,

=™
(m+n)!m!

Yo Jn(X)t™ seklindedir. Bu ifadeleri kullanarak;

n+2m . E(t—l)
5) Birinci gesit Bessel fonksiyonlari J,(x) = Yom— ( ) seklindedir. Uretici fonksiyon ise G(x,t) = e2" ¢ =

a) Jo-1(X)+Hnea(x)=(2n/x)In(x) , b) Jn-1(X)-Jns1(X)=2)"n(x) , c):—x[x"]n(x)] = x"J,,_1(x) esitliklerini gbsteriniz.



6) a) x%y"+xy’+(x>-1/4)y=0, b) x?y"’+xy’-4x*y=0 diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerini Bessel fonksiyonlari yardimiyla yaziniz.

Cevap:y = A\/; sinx + B\/:—x cosx , modifiye Bessel y=Alo(2x)+BKo(2x).

x dx x x dx x

7)]n+1(x) _f n+1/2( Ii)nsmx 1(x) —f n+1/2 (1i)n 22 (n=0,1,2...) ve y(x)=Clm(x)+DJ-m(x) veriliyor (m=n+1/2).

n=2 i¢in y(x) fonksiyonunu bulunuz.

8) Legendre polinomlari igin Rodrigues formdili B, (x) = — [dx] (x? — 1)" seklindedir.

2Mn!

a)P2(x), b)P2n(0) nedir?

9)a) (1-x?)y”’-2xy’+6y=0, b) ;—x [(1 —x?) Z_ﬂ + 2y = 0 diferansiyel denklemlerinin ¢dzlimlerini Legendre polinomlari tiiriinden

yaziniz.

10) Legendre polinomlari igin tiretme fonksiyonu g(x,t)=(1-2xt+t?)¥2=Y.%_, B, (x). t™ ifadesini kullanarak; a)
(2n+1)xPn(x)=(n+1)Pn+1(x)+nPn-1(x), b) P’ns1(x)-P’n-1(x)=(2n+1)Pn(x) esitliklerini gdsteriniz.

11) f_11 B,(x)PB,, (x)dx integralini (n,m)=(1,2) ve (n,m)=(2,2) durumlari igin hesaplayiniz. Cevap: 0 ve 2/5

12)Assosye Legendre diferansiyel denklemimin Rodrigues formili y(x) = B (x) = (1 — xz)z P . () olduguna gore;

a) LY(x), b)Li3(1/2) nedir?

13)Bir harmonik osilatériin Hermit diferansiyel denklemi y”’-2xy’+2ny= 0 ve bu denklemim ¢6zimi u, (x) =
1

Va2r(mhve

diferansiyel denklemi, Hermit polinomu ve un(x) ne olur?

Hn(x)e"‘z/2 seklinde Hn(x) Hermite polinomlarini igerir. H, (x) = (—1)%e "2 a” (e"‘ ) dir. Buna gore n=2 igin Hermite

14)Hermit polinomlarindan Hz(x) ve Hs(2) hesaplayiniz.

15)Hermit polinomlarun diklik ézelliklerini kullanarak bir boyutta harmonik osilatér icin <x?> beklenen degerini hesaplayiniz. {
y2Hn(y)=(1/4)Hns2+[(2n+1)/2]Hn(y)+n(n-1)Hn-2(y) esitligini kullanabilirsiniz.} Cevap: < x? >= —(n + )

16)Uretme fonksiyonlarini kullanarak; Hr’(x)-2nHn-1(x)= 0 n=1,2,3,... oldugunu gdsteriniz.

17)n bir sabit olmak lGzere Laguerre diferansiyel denklemi xy”’+[1-x]y’+ny=0 seklinde tanimlaniyor. Bu denklemin ¢6ziimiinden
Ln(x)

elde edilen Gretme fonksiyonlari g(x,t)=e*//(1-t)=Y%_,
La(x)=[e*/n!](d"/dx")(x"e™) seklindedir.

ve buradan elde edilen Laguerre polinomlari

a);—x 'x) — :—x(xy) + 3y = 0 diferansiyel denklemini Laguerre diferansiyel denklemi haline getirerek n’yi belirleyiniz.

b)a’da verilen diferansiyel denklem igin Ln(x) fonksiyonunu bulunuz.



c)A’da verilen diferansiyel denklem igin Ln’(x)-nLn-1"(X)+nLn-1(x)=0 esitliginin saglandigini gésteriniz.

m
18)Assosye lauerre diferansiyel denklemi xy”’+[m+1-x]y’+(n-m)y=0 seklinde ve bu denklemin ¢éziimleri L (x) = ;C—an(x)

seklinde tanimlaniyor. Buna gore; xy”’+[2-x]y’+y=0 denklemi igin L,"(x) fonksiyonunu bulunuz.

, S om _ o 1ym /(21+1)(z—m)!
19)Kiiresel harmonikler igin Y™ (8, @) = (—1) QP ryey

1 m a4 l+m
o (1 —x?)z. (E) (x2 — 1)! dir. Bura gore Y1%(8,0) ve Y21(8, ¢) yi hesaplayiniz.

P™(cosB).e™¢ dir. Assriye Legendre fonksiyonu olan P/ (x) =

20)Diisey diuizlemde salinim hareketi yapan bir basit sarkacin Lagrangiyenini ve hareket denklemlerini bulunuz.

21)Surtliinmesiz yatay bir gubuga bir bir halka bu halkaya da disey diizlemde bir basit sarkag baglaniyor. Sarkag diisey denge
konumundan 6o agisi kadar ayrilip serbest birakiliyor. Sarkacin hareket denklemlerini yazarak ¢éziiniz.

22) I(x) = f(:T/z[x(t)2 — x'(£)2]dt , x(0)= ve x(r/2) serbest. Euler-lagrange denklemini ve ug kosullarini kullanarak kritik egrileri

bulunuz. Cevap: x(t)=C.sint, CE R .
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