MUHENDISLIKTE VE FiZIKTE MATEMATIK METOTLAR-2
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BOLUM-1
KARTEZYEN VE KUTUPSAL KOORDINATLAR:

1)KARTEZYEN KOORDINATLAR:

Koordinat sistemleri, n-boyutlu uzaylarin tanimlanmasinda ve incelenmesinde kullanilan analitik ve geometrik kavramlar
toplulugudur. Fizik ve mithendisligin ¢caligma alanlar1 yaygin olarak, iki ya da {i¢ boyutlu uzayda tanimlanir. Kartezyen ya da dik
koordinat sistemi bir birine dik koordinat eksenlerinden olusur ve eksenlerin kesistigi nokta orijindir (0,0,0).
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Bir P noktasinin baslangi¢ noktasina (orijine) gére konumu iki ve ii¢ boyutlu dik koordinat sisteminde yukarlda sekllde
gosterilmistir. Xyx koordinat sisteminde O’dan P ye ¢izilen bir vektorii (P’nin O’ya gére konum vektoriinii) OP = x5 + y{[ +2k
seklinde gosterebiliriz. Burada i, j, k ; sirasiyla x, y, z eksenleri lizerinde birim vektorlerdir.

2)KUTUPSAL KOORDINATLAR:

Uzayn her hangi bir noktasinin xyz kartezyen koordlnatlarlna dontigiimil olan bilesenleri (u;, u,, us) olan egrisel koordinat
sistemleri tanimlanabilir. Bu P noktast OP = x8 + y{[ +2k = P(uq, u,, uy ) ile tanimlanir. Bu kutupsal koordinatlar; kiiresel,
silindirik, toroidal, parabolik, eliptik, bipolar... gibi isimler alir.
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P(x,y,z) noktas kiiresel koordinatlarda P(r,0,¢) bagl olarak yazilabilir (sekilde goriilmekte). Koordinatlar, p=r.sinf olmak iizere;
X=p.cosQ, y=p.sing, z=r.cosO seklinde doniisiir. Burada ¢ agis1, OP’(yani P nin xy diizlemindeki izdiigiimii) ile +x ekseni
arasindaki agidir (azimutal ac1).

Ug boyutlu uzayda kutupsal koordinatlarin dogal bir uzantis1 olan silindirik koordinatlar; Kartezyen koordinatlarin z koordinatin1
xy diizlemindeki kutupsal koordinatlarla birlestirir. Bu durumda ii¢ boyutlu uzayda alinan bir P(x,y,z) noktasini silindirik
koordinatlarda P(r,0,z) olarak gosterebiliriz.

z P(x,y,z)

Burada r nin +x ekseniyle yaptig1 a¢1 0 dir. Koordinatlar; x=r.cosf, y=r.sin, z=z dir. Burada r sabit oldugunda silindirik bir yilizey
elde edilir.

Bir dogrunun kutupsal denklemi: r(Acos8+Bsinf8)+C= 0 seklindedir. Bu denklemde x=rcos6, y=rsinf yazildiginda 1/r=(-
A/C)cost+(-B/C)sind olur. Bu denklemde A=0 ise 1/r=b.sin6 (kutupsal eksene paralel dogru), B=0 ise 1/r=a.cos8 (kutupsal eksene
dik dogru), C=0 ise tan8=-A/B (kutuptan gegen dogru) gosterir.

Dairenin kutupsal denklemleri: Dairenin genel denklemi x*+y*+Dx+Ey+F=0 seklindedir. Burada x=rcos0, y=rsinf yazilarak;
r2+1r’(Dcos0+Esin0)+F=0 seklinde dairenin kutupsal genel denklemi bulunur. Dairenin merkezi kutupta ise x>+y>=R? den r=F R,
daire kutuptan geciyorsa r=-Dcos6-Esinf=a.cosf+b.sin0, daire kutuptan geciyor ve merkez kutupsal eksen iizerinde ise (x-
R)?*+y?=R? den r=2Rcos0, daire kutupta ve kutupsal eksene teget ise x*+(y-R)>=R? den r=2Rsin0 olur. Burada R yarigaptir.

Koniklerin kutupsal denklemleri: Koniklerin Kartezyen koordinatlarda denklemleri Ax*+Bxy+Cy?>+Dx+Ey+F=0 seklindedir.

Kutupsal genel denklemleri bu denkleme x=rcos6, y=rsin6 yazilarak bulunur. Bu durumda odagin dogrultmana uzaklig: d, dis
ed
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merkezligi (egrilik oran1) e alinirsa denklem; r = olur. Burada e=1 ise parabol, e<I ise elips, e>1 ise hiperbol belirtir.

Kutupsal denklemi ile verilmis bir egrinin her hangi bir noktadaki tegeti ile kutupsal 1s1n1 arasindaki agi: tane=r/r’, tegetin

_ tanO+tang

egim agis1 igin tana = tan (6 + @) yazilabilir.
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Ornek: r=a.sin20 ve r=a.cos20 egrilerinin kesisme agilarini bulunuz.

Coziim: a.sin20=a.cos20 — tan20=1 olur. Bu denklem kesigsme noktalarinin kutupsal agilarini verir. Buradan 26=n/4 —; 9:17'5/8

olur. tang,=r/r’=(a.sin20/2acos20)=(1/2)tan20=1/2, tang,=r/r’=(a.cos26/-2asin20)=(-1/2)cot26=-1/2. Buradan tana = % :%
AN

bulunur.

3)DUZLEM VE KUADRATIK YUZEYLER:
Uzayda dogrular ve diizlemler:

Bir dogrunun vektorel denklemi: Po(xo, yo, Zo )’dan gegen ve T ne paralel olan L dogrusunun vektdrel denklemi 7 (£) =7, + £.0 dir.
Burada 7, L tizerindeki P(x,y,z) noktasinin konum vektorii, 7 ise Po(Xo, Yo, Zo ) noktasinin konum vektdriidiir. t ise -co<t<co
araliginda skaler parametredir.

Bir dogrunun parametrik denklemleri: Py(xo, yo, Zo )’dan gecen ve U = vlg + vzf[ + v3k ‘ye paralel olan dogrunun standart
parametrizasyonu x=X,+v, y=y¢+v,, z=2¢+v; , -00<t<oo seklindedir.

Uzayda bir S noktasindan, P’den gegen ve T ‘ye paralel olan dogruya uzaklik; d = %[ seklindedir.




Diizlem denklemi: Py(xo, yo, Zo )’ den gegen ve 1 = AS+ B.ﬁ +Ck ‘ye normal olan diizlemin; 1)Vektorel denklemi ﬁ.P(TP =0,
2)Bilesen denklemi A(x-Xo)+B(y-yo)*+C(z-20)=0, 3)sadelestirilmis bilesen denklemi D=Ax(+By(+Cz, olmak iizere Ax+By+Cz=D
seklindedir.

Bir noktadan bir diizleme uzaklik: P noktast normali 7 = A.S + B.E + C.K olan diizlem iizerinde ise her hangi bir S noktasindan
diizleme olan uzakhk d = ’ﬁﬁ
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acidir; 6 = cos
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Kuadratik yiizeyler: Ax>+By*+Cz*+Dxy+Eyz+Fxz+Gx+Hy+Jz+K=0 kuadratik yiizeylerin genel denklemidir. Bu denklem
oteleme ve dondiirme ile basitlestirilebilir.
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Ornek: 1) z—z + % +i—2 = 1 koordinat eksenlerini (+a,0,0), (0,£b,0), (0,0,£c)’de kesen elipsoid.
2) x—z +Z—2 = x=0 ve y=0 diizlemlerine gore simetrik olan eliptik paraboloid.
2
3L+ L=z ii¢ koordinat eksenine gore de simetrik olan eliptik koni.
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4) il 2 ti¢ koordinat eksenine gore de simetrik olan tek katmanli hiperboloid.
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5) 2 a—z —= =1 hiperboloidi.
4) UZAYDA EGRILER:

Bir orijinden P noktasina t siirede giden bir parcacigin konum vektérii 7 () = OP = @ S+ g(® ﬁ + h(t)% seklindedir. Bu bir
vektor fonksiyondur. Bir helis igin 7 () = (cost) 8 + (sint) { + tk dir. Burada x=cost, y=sint, z=t dir. Vektor fonksiyonun tiirevi

7 (t) = % ﬂg + dgf[+ dng k =79(t) seklindedir (h1z). Ikinci tiirev d—z dd—v =(t) ivmedir. Ideal mermi hareketi denklemi 7 () =

(vocose.t) S+ ((vosinG.t) —Egtz) { . yay uzunlugu L qu |7 ()| .dt dir.

d7 _ dijdt
d—: = ﬁ =5 dir. Bu durumda egrilik fonksiyonu K = ’7

olur. Egrilik K = ﬁ

Diizgiin bir 7(t) egrisinin birim teget vektorii T=

olarak da hesaplanabilir. Bir dogrunun egriligi sifirdir. Diizlemsel bir egrinin asal birim normal vektorii N= E% d1r. Egrilik
cemberinde egrilik yarigapr p=1/K dir. Ornegin y=x> paraboliiniin orijindeki egrilik cemberinin egrilik yarigap1 p=1/2 , denklemi
x%+(y-1/2)’=1/4 seklindedir. Diizgiin bir egrinin burulma fonksiyonu 7 =— Z—fﬁ dir. Burada B =T x N dir.

. - = 7 . . . . . . 2
Ivmenin teget ve normal bilesenleri: a = arT + ay N seklindedir. Burada T teget, N ise dogrultuda birim vektérlerdir. ap = % =
t

dld (5~ k2
" veaN—K(dt) =K|9*.
5) KURESEL VE SiLINDIRiIK KOORDINATLARDA HACIM ELEMANTI:

Kiiresel koordinatlar ile Kartezyen koordinatlar arasindaki bagintilar ve diferansiyel elemanlar: x=r.sin6.cos¢, y=r.sinf.sino,
z=r.cosb. Burada p=r.sin8, 0<r<co, 0<6<m, 0<@p<2r dir. Diferansiyel elemen (hacim)kiiresel koordinatlarda
dv=(p.d).(r.d0).dr=r%.sinf.sin¢.dr.d0.de . Silindirik koordinatlarda x=r.cos¢, y=r.sin¢ ve z=z oldugundan; dv=r.dr.d¢.dz olur.

Ahstirmalar:

1)A(2,3,4), B(-1,0,z) noktalarini birlestiren dogrunun uzunlugu 3V3 olduguna gore z kagtir? (Cevap:7)
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2) Kiiresel koordinatlarda P(2, /6, 2n/3) noktasin1 Kartezyen koordinatlarda Q(x,y,z) yaziniz. (Cevap: -2, V3/2,vV3 )

3)Kutupsal denklemleri r=2sinf ve r=cos0 olan egrilerin kesisme agilarint bulunuz. (Cevap: n/2 )

4)(x-2)*+(y+1)>~(z-4)>=0 ‘nin merkez ve tepe noktasini bularak grafigini giziniz. (Cevap: M=T(2,-1,4), tepe noktasi bu nokta olan
z ekseni dogrultusunda ¢ift konidir, kesim noktalar1 x=2+(15)"2, y=-1£2(3)"2, z=4+(5)'?)

5)Py(2,3,-4) noktasindan gegen 71 = 4i + 3j — 5k ‘ye normal olan diizlemin denklemini bulunuz. (Cevap: 4x+3y-52z-37=0)

6)Bir cisim y=x? egrisi iizerinde A(2,4) m noktasindan ilk hizsiz kaymaya basliyor. Ortam siirtiinmesiz ve yer ¢ekimi ivmesi
2=9,81 m/s? dir. Cisim B(1,1) noktasina geldiginde ivmesinin teget ve normal bilesenleri ka¢ m/s? olur? (Cevap: ax= 10,5 ,
ar=8,77)

BOLUM-2

COK DEGISKENLIi FONKSiYONLAR VE KISMi TUREVLER:
1)iKi VE UC DEGISKENLi FONKSiYONLAR:

“D’nin reel sayilardan olusan (x;, X,, X3, ...X,) n’lilerin bir kiimesi oldugu varsayilirsa; D iizerinde reel degerli bir f fonksiyonu,
D’deki her elemana bir W=(x, X,, X3, ...X,) reel say1 atayan bir kuraldir. D kiimesi fonksiyonun tanim kiimesi, f’nin aldig1 w
degerlerinin kiimesi de fonksiyonun deger kiimesidir.” “W bagimli degisken, x’ler ise bagimsiz degiskendir”.

Ornek:

Fonksiyon Tanim kiimesi Deger kiimesi
W=(y-x)" y=x* [0,00)
W=1/xy xy#0 (-00,0)U(0,00)
W=sinxy Tiim diizlem [-1,1]
W=(x>+y>+z%)"2 Tiim diizlem [0,00)
W=1/(x>+y*+z%) (x,y,2)#(0,0,0) (0,00)
W=xylnz z>( yarim uzay1 (-00, )

“ Diizlemde bir f(x,y) fonksiyonunu f(x,y)=c gibi bir sabit deger aldig1 noktalar kiimesine f’nin bir seviye egrisi denir. tanim
araligindaki biitiin (x.y,(f(x,y)) noktalarinin kiimesine f’nin grafigi denir. f’nin grafigine ayrica z=f(x,y) ylizeyi de denir.

Ornegin: f(x,y)=100-x>-y>=75 kontur egrisi z=75 diizlemindeki x*+y?>=25 ¢emberidir.
Ornek: f(x,y,z)=(x>+y*+z%)"? fonksiyonunun seviye yiizeylerini tanimlayimz.
Coziim: (x*+y*+z2)1?=1, (x*+y*+7?)!?=2, ... seklinde seviye yiizeyleri es merkezli kiirelerdir.

Yiiksek boyutlarda limitler ve siireklilik:



lim f(xy,..) =L, ise limit vardir. Tek degiskenli limitlerde oldugu gibi, ¢ok degiskenli limitlerde de toplam, ¢arpim,
Y, (X0, Yorr)
boliim ve {ist kurallar1 vardir.

Ornek:  lim limitini hesaplaymiz.

(x,1)—(0,0) ‘/— \/—

Coziim: 0/0 belirsizligi vardir. Tim  HDOY
-0 =
2

x2—2yz+z 1

Omek:  lim =——"—=7
wya—-120 YT
b) Kismi Tiirevler:
“Bir fonk31yonun bagimsiz degiskenlerden biri disinda hepsini sabit tutup tek degiskene gore tiirev almadir”. == f,, = =f , = p =

. , N Pf . , e
=frx> @ f yx (6nce y’ye sonra x’e gore tiirev), Jyox f xy (6nce x’e sonra y’ye gore tiirev).

Ornek: f(x,y)=x?-2xy+y-3 fonksiyonunun (2,-1) noktasinda (9% ve aiy degerlerini bulunuz.

Goziim: 2 f =2x -2y -0 4406
dpmopyl YD yi1-3
Iy Iy
Ornek: f(x,y)=x’cosy+y?e>* fonksiyonunun; Tf ve % kismi tiirevlerini hesaplayiniz.

Coziim: Z er = ( aﬁ ) % (Zxcosy + y263"3) 2cosy + 9y?e>
X

Pf _a(of
ox

v ay) = aix (— xsiny + 2ye3") = 2xsiny + 6ye>™

Ornek: f(x,y,z)=2-3xy*z>+x? y3 fonksiyonunun fyy, tiirevini bulunuz.

Cozim: ;Z [ oy ( o (Z) )] = 7> £,=-12xy°22+3x%y? — f,=-12y°722+6xy* — £, =-36y*2*+12xy — fyx,,=-72y°z

Zincir Kurali:

W=f(x,y,..v) ‘nin x,y,..v degigkenlerinin (sonlu bir kiime) tiiretilebilir bir fonksiyonu oldugunu ve x,y,..v’nin de p,q,..t'nin (bagka
bir sonlu kiime) tiiretilebilir fonksiyonu olduklarini varsaym. Bu durumda w,p’den t’ye kadar olan degiskenlerin tiiretilebilir bir

o _dwdx  dwdy | dwdo
fonksiyonudur ve w’nin bu degiskenlere gore kismi tiirevleri; —— a ~axap oy ap o v seklindedir.
Ornek: w=x+y?2, x=2r-t, y=r+2t ise % ve E tiirevlerini r ve t tlirinden bulunuz.

%
Coziim: 28 =209 J0N _ oy 0 4 2yl =dx +2y =4(2r — ) +2(r +26) = 10r

dr  dxdr  dydr

o _dwdx dwdy _
o <9x8t 2y ot 2v.(-D) +2y2=-2x+4y =-2Q2r—-1) +4(r +2t) =10t

Dogrultu Tiirevleri ve Gradiyent Vektorler:

F(x,y) nin bir Py(Xo,y0) noktasindaki gradiyent vektorii (egim), f’nin kismi tiirevlerinin Py noktasinda hesaplanmasiyla elde edilen

v f= gf i+ l] vektoridiir. Dogrultu tiirevi (?) = (Vf )p 1 seklinde olur.
upg 0

i

Ornek: f(x,y)=x’e"+sin(xy)’ nin (3,0) noktasinda, (6’ f ) 50 3i +4j yoniindeki dogrultu tiirevini bulunuz.

Coziim: il =5 =2i+5j — f,(30) = [2xe? + ycos(xy)] 60" 6—f,(30) = [x2e¥ + xcos(xy)] . 12 -



(Vf) . ( fli+ fyj) an 6i+12j . Bu durumda f'nin (3,0) yoniindeki dogrultu tiirevi (Duf)s.0= (V) o) i =

(6i +12)) (2i +2j) =% olur.
Bir yiizeye teget diizlemin ve normalin denklemi:

Z=f(x,y) yiizeyine (Xo, Yo, Zo) da teget diizlemin denklemi f,(Xo,y0)(X-X0)+fy(X0,Y0)(Y-Y0)-(2-20)=0 seklinde olur. Burada z=f(X,yo)
X=Xg _Y Yo _z—=2
=== (.

dir. Bu denklem ii¢ boyutta f(x-Xo)+fy(y-yo)+fAz-20)=0, normal denklemi ise 7 FoT T
X y z

Ornek: z=xsiny-ye? in(0,0,0) daki teget diizlemini bulunuz.

Coziim: £,(0,0)=(siny-2ye*),0=0 — £,(0,0)=(xcosy-e**)0=-1 , teget diizlem ise 0(x-0)+(-1)(y-0)-(z-0)=0 — y+z=0 olur.

Ornek: f(x,y,z)=x*+y?-2=0 silindiri ile g(x,y,z)=x+2z-3=0 diizleminin yiizeyleri bir E elipsinde kesistiklerine gére, Py(1,1,2)
noktasinda E’nin tegetinin parametrik denklemlerini bulunuz.

Coziim: Py noktasi v f ve ?g ‘ye ortogonaldir. Dolayisiyla T = v fx ﬁg ‘ye paraleldir. V vektoriiniin bilesenleri ve Py
koordinatlar1 dogrunun denklemlerini verir. V£ (1,1,2) = (2xi + 2y =20 +2f, Vg(1,1,2) = (i + K =i+k,v=

i j ok
(20 +2)x(i+k) =|2 2 0| =2i-2j-2kolur. v vektdrii ve (1,1,2) noktasindan dolayr x=1+2t, y=1-2t, z=2-2t bulunur.
1 01

Ornek: f(x,y)=x>+3xy+y?*+4 fonksiyonunun (2,1) noktasinda lineerizasyonunu bulunuz.

Coziim: Lineerizasyon; L(X,y)=f(Xo,y0)* fx(X0,¥0)(X-X0)*+fy(X0,¥0)(y-Yo) fonksiyonudur.
£(2,1)=2x+2y)2,1=7, £(2,1)=(3x+2y)2,)=8, f(2,1)=15. Buradan L(x,y)=15+7(x-2)+8(y-1) bulunur.
iki degisken icin Taylor formiilii:

F(a+h, b+k)=f(a,b)+(hf,+kf) | @by H(1/21) (W +2hK Ak fy) | @pyt...H(1/n!)(hd/dx+kd/dy)"f | @byt
Ornek: f(x,y)=x.e” fonksiyonunun orijin civarinda kuadratik ve kiibik yaklasimlarini bulunuz.
Coziim: £{0,0)=0, fx | 0.0=¢" | 0o=1. £ | 0o=xe* | 0070, fux | 0070, iy | 0070 fiy | 007€" | 00=1, ..
F(x,y)=0+(x.1+y.0)+(1/2!)(x2.0+2xy. 1 +y2.0)+. .. =x+xy+...

iki degiskenli fonksiyonlarda maksimum ve minimum:

Z=f(x,y) nin (a,b) noktasimnin civarindaki biitiin (x,y) noktalari i¢in; f(x,y)<f(a,b) — f(a,b) maksimum, f(x,y)>f(a,b) — f(a,b) bir
minimum degerdir. F(a+h), b+k)-f(a,b)<0 ise f(a,b) maksimum, f(a+h,b+k)-f(a,b)>0 ise f(a,b) minimumdur. Max ve min
bulunurken [f,, | (a,b)]z—fxx | @p)-fyy | @p) Nin >0, <0 ve = 0 durumundan A’ya bakilir (isaret aranir).

Ornek: f(x,y)=8x>+y?*-12xy+8 fonksiyonun maksimum ve minimum degerlerini bulunz.
Coziim: £,=24x-12y=0 ve f,=3y*-12x=0 dan x=0, y=0 ve x=1, y=2 bulunur.

Fy=48x, f,=-12, f,,=6y bulunur. Buradan A=(fxy)2—fxxfyy=144(l-2xy) olur. x=y ve y=0 i¢in A=144 >0 (Burada maksimum veya
minimum yok). X=1 ve y=2 i¢in A=-432 <0 (Bu nokta minimumdur).

2)FOURIER SERILERI:

30 +¥ (ancosnx + bnsmnx) seklindeki bir seriye trigonometrik seri denir. Buradaki ay, a,, b, trigonometrik serinin

katsayilaridir. Bu seri yakinsak ise toplami 27 periyotlu bir f(x) fonksiyonudur, f(x)=f(x+2mr). Periyodu 2x olan f(x) fonksiyonu (-
7, m) araliginda yakinsak ise; f(x) :%0 +¥Y (ancosnx + bnsinnx) oldugu kabul edilir.

Buradaki katsayilar; a, = % f T f()dx,ay = % f % £ (x) .coskx.dx, by = % f % f (x) .sinkx.dx seklinde bulunur (Fourier katsayilar1).

Ornek: -n<x<m arahiginda f(x)=x olan 2 periyotlu f(x) foksiyonunu fourier serisine aginiz.

Cozim: a, = % [ Zrx.dx = 0 (Tek fonksiyon—0), a, = % [ % x.coskx.dx = 711(

sinkx
k

T l Tt _ k+1z ktek—)Z/k
_n+kf_ncoskx.dx)—( 1t kaift —— 2k

X

Tt
+ % e sinkx.dx) =0 (tek.gift =tek —0),
-7

b, = %ffn x.sinkx.dx = % ( ‘— xwikx




. . . . _qyn+l
Fa) o[t sBx_ (ki | oy 2D iy
f(x)
A

/Z/n S0 n/n 3 Px

Ornek: -n<x<0 igin f(x)=0 ve 0<x<m i¢in f(x)=x olan 27 periyotlu f(x)fonksiyonunu fourier serisine aginiz.

Us
o k k 2 [ k tek ——2/k?
Coziim: ay =— (f de+f0de) T =2 foxcoskxdx_ (XSle'i'COkSZX)O:kZ{ kcift -0

k tek — 1/k
kift »—1/k

Tt
_1rn . _ 1 —xcoskx | sinkx
by _EIO x.smkx.dx—n( P 2 )0 —co skt [

_ T _ 2| cosx , cos3x
f) =1 n<12 + 2 +)

Ornek: -n<x<0 i¢in f(x)=-1 ve 0<x<m i¢in f(x)=1 olan 2 periyotlu f(x) fonksiyonunu Fourier serisine aginiz.
Coziim: a, _,(f_n( 1).dx + fo 1. dx) 0,a =%U9n (- 1D .coskx.dx + fg l.coskx.dx] =0,b; =

) ) . kcift -0
= [f_n (- 1) .sinkx.dx + fo 1.smkx.dx] :%[fg smkx.dx] :%(1 — coskm) = {k tegklf—;)/kn ,

f(x) _7(smx sm3x+sin5x+ )

173 5
Ornek: -5<x<0 igin f(x)=0, 0<x<5 i¢in f(x)=3 olan 10 periyotlu f(x) fonksiyonunu fourier serisine aginiz.
Coziim: Periyot — 2L=10 — L=5

F(x)

ag ‘Lf Lf(x)dx ay _7f Lf(x)cos(km‘)dx’ b, =%fELf(x)sin(k%x)dx,

ao—l[f 0dx+f03dx] 3ak—%[ Ocos(k”x)dx+f03cos(k”x)dx] 0,b, =

sosin()ax fiasin()ae <[00

f(x) _7+Ek ) 3(1— cnskrz)szn (knx)

5

“Bir aralikta tanimli siirekli, periyodik olmayan fonksiyonlari da uzatarak Fourier serisine agabiliriz.”

Ornek: f(x)=x(n-x) fonksiyonunu [0, ] araliginda cosiniis ve siniis serisine aginiz.



Coziim: 1) cosiniis serisine agmak i¢in fonksiyon [-7t, 0] araligina uzatilabilir (Bu durumda 1 periyotluk olur).

2
ay :%ng(ﬂ - x) dx z% , A :%fﬂzx(n -x) Coskx.dx:%[n fg xcoskxdx — gxzcoskxdx] Z;%(coskn +1)

2 2 4
fl)="-4 (c";x + Cojzx + o
2) Siniis serisine agmak i¢in fonksiyon [-m, 0] arali§ina uzatilirsa;

by :%fgx(rc - x) sinkxdx = % [7‘( fg xsinkxdx — fgxzsinkxdx] =$(1 — coskm) .

8 [ sinx | sin3x
f(x) =;(?+7+ )

33

Cosiniis serisine agilim fonksiyonundan x=n — 7%/6=1/1>+1/2%+1/3?+... serisinin a¢ilimi elde edilir.

Siniis serisine a¢ilim fonksiyonundan x=n/2—n/32=1/13-1/33+1/53-. . .serisinin agilimi elde edilir.

Pratik kurallar:

1)Tek fonksiyon kurali: f(iaf(x) dx =0 . Ornegin; f‘ia xdx =0, ffn sin(nx).dx =0, f?n x.cos (nx) .dx =0
2)Cift fonksiyon kurali: f Laf(x).dx=2 f o f () .dx. Ornegin; f T ox.sin(nx) .dx =2 f o x.sin (nx) .dx

0 m#n

e . .. T . . _
3)Siniis ortogonallik integrali: f Zpsin (mx).sin (nx) .dx = [7_[ =

0 m#n

4)Kosiniis ortogonallik integrali: f Zr cos (mx).cos (nx) .dx = {n " =n

5)Siniis kosiniis ¢arpim integrali: f T sin(mx) .cos (nx) dx =0

1
6) f T x.sin (nx) .dx =% dir.

Ahstirmalar:

-1+ x2+y2+l o
1) lim limitini hesaplayiniz. (Cevap:1/2)

(xy)—(00) XA

2_
2) lim oy limitini hesaplayiniz. (cevap: limit yok)

(ry)—(12) ¥*-1

9 P 9 o .
-, kismi tiirevlerini hesaplaymiz. (cevap: 8, -1, 2, 3)

. a
3)f(x,y)=x>+3xy-y*+1 fonksiyonunun (1,2) noktasinda 5 52 oy

4)f(x,y,z)=x’siny+y*cosy-xy*z fonksiyonunun fy,,, tirevini bulunuz. (cevap: -2)

5)w=x2+2xy, x=1-t, y=2r+3t ise % ve % kismi tiirevlerini r ve t tiirlinden bulun. (cevap: 10r, -10t )

6)f(x,y)=3x%cosy+ye* in (2,0) noktasinda v £(2,0) = 4i - 3j yoniindeki dogrultu tiirevini bulunuz. (Cevap: (48+6¢%)/5)



T)z=xe¥-ysin3x ‘in (0,0,0) noktasindaki teget diizlemini bulunuz. (Cevap: x-z=0)

8)1(x,y,z)=x>+y*-4=0 silindiri ile g(x,y,z)=x+z-2 diizleminin yiizeyleri bir E elipsinde kesistiklerine gore, Py(1,2,1) noktasinda
E’nin tegetinin parametrik denklemlerini bulunuz. (cevap: x=1+4t, y=2-2t, z=1-4t )

9)f(x,y)=2x3+4y*-6xy+8 fonksiyonunun yerel maksimum ve minimum degerlerini bulunuz. (Cevap: f,i=7, fna=yok () )

10)-n<x<m araliginda f(x)=x+1 olan 2z periyotlu f(x) fonksiyonunu Fourier serisine aginiz. (Cevap: f (x) =1+

I (71)n+1 X
2y ——sin(nx))

11)-n<x<0 araliginda f(x)=-1 ve 0<x<m aralifinda f(x)=2 olan 2x periyotlu f(x) fonksiyonunu Fourier serisine aginiz. (Cevap:
_1)n+1

F@ =1+35 B gin () )

12)0<x<1 igin f(x)=1-2x olan f(x) fonksiyonunu (0,1) araliginda siniis serisine a¢iniz. (Cevap: f (x) =

% [sinan + %sin4nx + %sin6nx + ])
5

13)0<x<10 i¢in f(x)=4x olan 10 periyotlu f(x) fonksiyonunu Fourier serisine aginiz. (Cevap: f (x) =20 —%E,‘;O:l %sin(@) )

14)[-=, 0] araliginda f(x)=-cosx ve [0, ] araliginda f(x)=cosx olan f(x) fonksiyonunu Fourier serisine aginiz. (Cevap: f (x) =
) 8k :
R e 2kx
3 S sin(2k))

15) f(t)

10
- 11: 2 wt




Grafigi verilen periyodik fonksiyonunu fourier serisine a¢imz. (Cevap: f (t) = % [sinwt - %sinZwt + %sin3wt - ] )

BOLUM-3

KATLI INTEGRALLER, EGRISEL YUZEYLERDE TUREV VE iNTEGRAL:

f(x,y) fonksiyonunun diizlemde bir bolge tizerindeki integrali ve f(x,y,z) fonksiyonunun uzayda bir bolge lizerindeki integrallerine
katli integraller denir.

1)iKi KATLI INTEGRALLER:
Ozellikleri: 1)Sabitle ¢arpim1 f f rCfxy) dA=c f f r f(xy) .dA , 2)Toplam ve fark f f R oy £g(xy) 1dA =

f f R fxy) dA+ f f r 8 (xy) dA, 3)Baskinlik ; a)R iizerinde f(x,y)>0— f f r f(xy)dA >0, b)R iizerinde f(x,y)>g(x,y)—
ffR flxy)dA foR g(xy)dA , 4)R st Gste binmeyen R; ve R, gibi iki bolgenin bilesimi ise; ffR flxydA =

I gy f G dA+[[ g, fy)dA.

“Fubini teoremi: f(x,y) bir R bdlgesi iizerinde siirekli olsun.

1R, g1, g» [a,b]’de siirekli olmak {izere, a<x<b, g;(x)<y<g,(x) ile tanimlaniyorsa f f r fxydA= f b f gfg)) f (x,y) dy.dx olur.
s e ias . . d iy
2) R, hy, h; [c,d]’de siirekli olmak iizere, c<y<d, h;(y)<x<h,(y) ile tanimlaniyorsa f f r [y dA = f c f ) f (x,y) dx.dy olur.

iki kath integralde simir belirleme:

a)Verilen alan dikddrtgen ise integral sinirlari sayidir. b)Verilen alan dikdértgen degil ise distaki sinirlar sayi igteki sinirlar
fonksiyondur. Iki sinir da sayi ise integral alma sirasi Snemli degildir.

Ornek: f(l) éfx xzy.dy.dx:f(l)( éfxydy) x2dx :%f(l) (xz -2x3 + x4) dx :%

Ornek: Tabani xy diizleminde x-ekseni, y=x ve x=1 dogrular tarafindan sinirl1 iggen olan ve tepesi z=f(x,y)=3-x-y diizleminde
bulunan prizmanin hacmini bulunuz.

Coziim: széfé@—x—y)dy.dx:fé [3y—xy—y;] B :xdx =f(1)(3x—3i22)dx= 1

Ornek: f é f Llev 2uly.dx integralini hesaplayiniz.

Coziim: f 124 zdy integrali hesaplanamadig1 icin sira degisimi yapilir. Bu durumda sinirlar degisir. ilk y=x, y=1 ve x=0, x=1; son
x=0, x=y ve y=0, y=1 olur. Buradan integral; f (1) f g e¥ de.dy = f (1] (yeyz) dy = %(e —1) bulunur.

Ornek: f f p (x —y) dx.dy integralini x+y=3, x*=4y, y>=4x ve y=3 egrilerinin birinci bolgede sinirladiklar1 D bdlgesinde
hesaplayiniz.
Coziim:

y=(1/4)x? , x=(1/4)y>

y=3




y=2( x=2y y=3[ ~x=2\y 2007 _36\3
ffDl(x—y)dxdy +ffD2(x—y)dxdy=fy:1(fx:3_y (x—y)dx)dy +fy:2(fx:y2/4(x—y)dx)dy=160—5
iki kath integral ile hacim, alan, kiitle merkezi ve moment hesaplama:

Ornek: x>+y>=16 ve x>+z?=16 silindirlerinin sinirladiklar1 ortak hacmi hesaplayiniz.
Coziim: z =V 16 — x2 ve D bolgesi x2+y?>=16 dairesidir.

o4 V1622 2 o4 o\ 5. 1024
V=8 [5"" V16 - x2dydx =8 (16— x%) dx =12

Ornek: y=2-x%, y=x egrilerinin sinirladig1 alan1 hesaplayiniz.

Coziim: Egrilerin kesim noktalart; 2-x?>=x — x>+x-2=0 dan x=1 ve x=-2.

A =f12(f§_x2dy)dx =f12(2—x2—x)dx =%

Ornek: p=3cos0 dairesinin icinde ve p=1+cosf kardoidinin disindaki alan1 hesaplayniz.
Coziim: A :ffD p.dp.do :fﬁf/?’ (fi"fcsie p.dp)d@ =n

Ornek: f 0 e~ dx integralini hesaplayiniz.

Coziim: [ e‘xzdx:f8° e_yzdy: B—B2= (fgo e‘xzdx) (f8° e_yzdy) =[5 [ e_xz_yzdx.dy —B2= g/z(fg" e_pzp.dp) ae
—B=n/4 — B ="

iki kath integrallerde degisken degistirme:

[o £ Ceapaedy =] ol o) o). [

du.dv seklinde integral D bolgesinden D’ bolgesinde u, v degiskenlerine

I Dey) _ |ou 0 g Dy D,
doniisiir. Burada | = 5 (zz )= i; i; Jakobiyendir. | = 5 (:Z) =1/ [DEZ;;]

Jdu Jv

Ornek: D bélgesi (1,0), (2,2), (1,3) ve (0,1) noktalar1 olan bir paralel kenar olduguna gore bu bdlgede f f p(x+ y)4dx.dy
integralini hesaplayiniz.

Cozlim: Bu paralel kenarin kenarlarinin denklemleri; x+y=1, x+y=4 ve 2x-y=-1, 2x-y=2 dir. Burada x+y=u ve 2x-y=v olsun.
Buradan u=1, u=4 ve v=-1, v=2 olur.

AV

2

v

0 1 4 u

-1

] = 1 _ 1 1
T D(u)/D(xy) ‘1 1‘ T3
2 -1

[0 ey = [ e =5 [t f2,0) =12

2 2
Yiizey alani hesabr: S = f f D j 1+ (g—i) + (3—;) dxdy formiilinden hesaplanabilir.

Ornek: z=x>+y? paraboloidinin z=1 diizleminin altinda kalan kisminin alanin1 bulunuz.

Coziim: Alani hesaplanacak bdlgenin xoy diizlemindeki izdiisiimii x>+y?*=1 dairesidir. Buna gére z=f(x,y)=x>+y* — dz/dx=2x ve

dz/dy=2y — S = ([, |1 +4x2 + 4y2dx.dy :fén(f(l) 1 +4p2.p.dp) d6=%(5V5 - 1) olur.

iki kath integrallere ait diger uygulamalar:



1)Ylizeysel yogunlugu f(x,y) olan kati bir cismin kiitlesi M = f f p f () dx.dy

2)Diizlemsel seklin eylemsizlik momenti; a)Baglangi¢ noktasina gore Iy = f f D (x2 + yz) f (x,y) dx.dy , b)ox eksenine gore I, =
f f D (yz) f(xy)dx.dy , c)oy eksenine gore I, = f f D (xz) f(xy) dx.dy

dxd; dxd
3)Kat1 cismin agirhik merkezi X = [ pxddy = [ vty

ffD dxdy ffD dxdy

2
Ornek: & + = =1 elipsinin A(3,0), B(0,4) noktalarini birlestiren kiriginin meydana getirdigi homojen elips pargasinin agirlik

merkezml bulunuz.

Coziim:
A
B(0.4)
—0 NaG0) x>
b
% % =1-y=4 (1 —f) , AB yaymin denklemi y = i;\/ — x?, kesisim bolgesinin alan ffD dxdy = AllAelips A( AOB) i
B 9—x
f 4 dy xdx
dxd
34 _3n-6. Agirlik merkezi X = [px Y= 8
2 ffD dxdy 3n-6 3n-6

Diizlem, silindir, koni, kiire ve paraboloid denklemleri:
1)Diizlem denklemi: ax+by+cz+d=0
Ornek: 2x+3y+2-6=0 ¢iziniz.

Cozim:

x 3
2)Silindir denklemi: (x-x0)*+(y-yo)*=r* denklemi iki boyutta gember, ii¢ boyutta z ekseni boyunca uzanan bir silindir belirtir.
Ornek: iig boyutta (x-2)*+(y-1)*>=4, 0<z<6 silindirini ¢iziniz.

Coziim: Merkezi M(2,1) , taban yarigap1 =2 ve yiiksekligi h=6 olan silindir.




3)Konik denklemi: ii¢ boyutta genel konik yiizeyler Ax?>+By*+Cz>+Dxy+Eyz+Fxz+Gx+Hy+Iz+J=0 seklindedir. A=B>-4AC degeri
konik tiirlinii belirler.

Ornek: z=(x*+y?)"”> denklemi +z eksenli bir koni, z>=(x*+y?)""> denklemi +z ve —z eksenli iki koni belirtir.
4)Kiire denklemi: (X-Xo)*+(y-yo)*+(z-zo)*=r>

Ornek: x*+y*+z’=1 ¢iziniz.

Coziim:

5)Paraboloid:

X -1 y
. 1. x2 yz 22 _
6)Hiperboloid: > + 2 + 2= 1
2) UC KATLI INTEGRALLER:

Bir S yiizeyiyle sinirlanmis bir V uzay bdlgesi ve bu bolgede tanimli ve siirekli olan, bir f(x,y,z) fonksiyonu géz oniine alalim. Bu
bolgeyi her hangi bir sekilde Av, Av,, ...,Av, gibi n bolgeye ayiralim. Av;, ler ayn1 zamanda bu bélgelerin hacimlerini
gostersinler. Bu bdlgelerin her birinde birer P; noktasi segelim ve f(x,y,z) fonksiyonunun bu noktalardaki f(P,), f(P,), ..., F(Py)
degerlerini hesaplayalim. Sonra bu degerlerin her birini noktalarin ait olduklari bolgelerin hacimlart ile ¢arpalim ve bu ¢arpimlarin
f(P))AV 1+ f(P))AVy+...+ f(P)AV,= 2?:1 f (Pi) AV, seklinde toplamin1 alalim. AV; hacim eleman sifira yaklasacak sekilde, n’nin
sinirsiz olarak artmasi halinde limitini diisiinelim. Bu limit, f(x,y,z) fonksiyonunun V bdlgesindeki ii¢ kath integrali olarak
adlandinlir ve lim Y7, f (Pi) AV, = f f f v f(xy,2) dv seklinde gosterilir.

n—oo

ﬁ(; kath integralde simirlar:
Yo%) xY)
fff 14 f(x,y,z) dv f ( y1(x) (fal xy)f(x'y'z) dz) d]/) dx
V bolgesinde f(x,y,z)=1ise V = f f v dv bdlgenin hacmini verir.

Ornek: f (1) f S f g—y x.dz.dy.dx integralini hesaplayimniz.

Coziim: f(l)fg Y x.dz.dy.dx= fofo(x - xy).dy.dx = flxdx—f



Ornek: V bélgesi z=0, y=0, y=x, x+y=2, x+y+z=3 diizlemlerinin siirladig1 bolge olduguna gore f f f v x.dx.dy.dz integralini
hesaplayiniz.

Coziim:

Bolge z ekseni lizerinde projekte edildiginde taban tiggeni xy diizleminde ve koseler (0,0), (2,0), (1,1) diizleminde olur. Bu
durumda z i¢in alt sinir z=0, Gist sinir z=3-(x+y) olur. Bu durumda pargcali integral aliriz.

V= fo fo ) x.dz.dy.dx+f% f%‘x fg_(Hy) x.dz.dy.dx :g+g :%

Ornek: Bir V bolgesi x+y+z=2 diizlemi ve x, y, z eksenleri arasinda birinci bélgeyle sinirli bolgedir (Bu bir diizgiin
tetrahedrondur). Bu bolgenin hacmini ii¢ katl integral ile hesaplayimiz.

Coziim: Bolge x>0, y>0, z2>0, x+y+x<2 dir. z’ye gore sinirlar 0<z<2-x-y, xy diizlemindeki taban liggende 0<x<2, 0<y<2-x dir.

V=([[y1do =f§zg Z:g_x fizé_x_y dz.dy.dx =f(2] S (2 - x —y)dy.dx =fg%dx :g

Ornek: x*+y*+z?=4 ve x>+y>-2x=0 yiizeylerinin simirladig1 hacmi hesaplayiniz.

Co6ziim: Bunu silindirin ekseni z dogrultusunda olan (x-1)?+y?<1 diski ve x*+y*+z2<4 kiiresinin i¢ bdlgesinin kesisimi olarak
gorebiliriz. Hacmi kiire tarafindan verilen z siurlari ile dik kesit alaninin iki kat1 seklinde yazmak en kolay yoldur.

I¢ bolge; (x-1)2+y2§1 ve x2+y2+z2§4 . Kiirenin iist ve alt yaris1 (z i¢in sinirlar); -(4-(>+y?))"?<z<(4-(x*+y?))"2. Dolay1siyla hacim;
4_
V= f f pl2 f 0 dz dy.dx =2 f f (x? + y?)dy.dx . Bu integral polar koordinatlara déniistiiriildiigiinde (x=rcos6,

y=rsind, silindir smnir1 r>-2rcos@=0 — -1/2<0<n/2); V =2 f 2 26056 N4 —r22r.dr.do —16—“—— n/2 in%0.d6 = 16—”—69—4

Uc kath integralde degisken degistirme:

[ v f Gy dxdydz = [[[ , f [x (w0,0) y (u,0,w) 2(w0,0)] ]| dudo.dw

ax ax oy
Jdu Jdv Jw
Dixyz) _|dy dy dy

Burada | = Do)~ |ou 70 7w jakobiyendir.
oo oz
Ju Jdv Jw

cos® —psin@ 0
1)Silindirik koordinatlarda; | =

D( QZ)— sin@  pcos O =p
0 0 1
2)Kiiresel koordinatlarda; (0<r<oo, 0<6<m, 0<¢<2m), | —D(Xg Z)) r*sin6

Ornek: V bélgesi x*+y*+z>=1 kiiresi ile z>=x’+y? konisinin sinirladig1 bélge olduguna gére f f f v (x2 + y2) dx.dy.dz integralini
hesaplayiniz.

Coziim: Bu integrali kiiresel koordinatlarda hesaplayalim. x=rsinOcos®, y=rsindsing, z=rcos0; J=r’sind dir. Koni +z ekseni
tarafinda ve yanal yiizeyi xy diizlemiyle 6=n/4 a¢1 yapmaktadir. Koni tavaninin yarigap1 V2/2 olur.

1% f n/4f (r?sin26 cos?¢ +r2sin0sin ) r2sin0.dp.d0.dr — V = ( )(fo sm39d6) (f(l) 4dr) n(i;g_S)

. 2 22
Ornek: V bolgesi x—z + Z—z + 2—2 =1 elipsoidinin z=0 diizleminin {istiinde kalan kism1 olduguna gére f f f v zdx.dy.dz integralini
a C

hesaplaymiz.



a 0 0
Coziim: x=au, y=bv, z=cw olsun. Birim kiire i¢inde u?+v>+w?<1 ve w>0 (iist bolge) dir. =0 b 0| =abc — f f f v z.dV =
0 0 ¢

fffymm wiire (CW) (abe) du.dv.dw = abcszfyanm yiire WAV = abc2f§n e fo (rcos0) r?sin0.dr.d0.dp — abc’n/4 .

Ornek: x*+y*+z?=4 kiiresi ile x*+y?=3z paraboloidinin smirladigi cismin hacmini bulunuz.

Coziim: Paraboloid; x>+y?=3z — z=1%/3. Kiire; x*+y*+z>=4 — z=+(4-1?)!”2, Kesim halkasi; iki yiizeyin kesisiminde r*+(r%/3)*=4 —
24+1%/9=4 — r=3"2 ve kesisim yiiksekligi z=1 dir. Integral sinirlar1; 0<r<3'2, 0<o<2m, (1*/3)<z<(4-r>)"? olur.

V=[t" fo 3 rdzdrd(p 2n [} (r\/: )dr:%n

3)VEKTOR ALANLARINDA TUREV VE iNTEGRAL:

Diverjans ve Rotasyonel:

dioV =VV = (—z+—]+ k)(in+Vyj+VZk) TV +EV+ LV,

gradf =V.f = z+ f]+fkve V(fi) = f(Vu)+qu

i ]k

- R - = o o 9
Vektoralam V =V,i+V,j+V kiginrotV = VXV:%Xa—‘;+{[X’;—‘y/+kX‘;—‘Z/—>VXV: o ay oz| » rot(UtV)=rotU+rotV

Ve vV, V,

Ornek: V = (z, xy?, 3y) ise; a)div V , byrot V nedir?

Coziim: a) V.V = ({%, 9%’3%) (z,xy2,3y) =(0, 2xy, 0)

i ]k
- = J J d

HVxV=|5 3 % =031
z xy* 3y

Laplasyen:

—, — = 2 2 2 —

V2=VV =L+ 4 V2 =lgpU
ox c9y2 072

Z=f(x,y) fonksiyonu bir D bolgesinde ikinci mertebeden kismi tiirevlere sahip ve V2z =0ise z fonksiyonuna D bolgesinde

- . 2
harmonik fonksiyondur denir. benzer sekilde u=f(x,y,z) — V2u = 0 ise harmonik fonksiyondur. V?z = % + ﬁ =0 V2 = % +
X Yy X
Pu | Pu ~0d . . .
—, +— =0 denklemlerine Laplace denklemleri denir.
dy° Iz

4 4 4
Elastisite teorisinde V2z = V?2 (V2z) =0 - LZ +2 o;z 5 a—z
ox dx“dy~ dy

= 0 denklemini saglayan z fonksiyonlarina biharmonik

fonksiyonlar denir.
Ornek: z=e*siny ‘nin harmonik fonksiyon oldugunu gésteriniz.

Pz
2

- 2 2 2
Coziim: V27 = . ‘9—; 9%z j 9%z
X

+~— =0 olmalidir. = = e*siny ve — = — e*siny dir. Bu durumda V2z =0 olur.
o) ox dy

Laplasyenin kutupsal, silindirik ve kiiresel koordinatlarda ifadesi:

9%z (9 2 19z 1 9%
Iki degiskenli kutupsal koordinatlarda lapl 7+ 10z, 197z
1 Cgls enli IQIH utupsal Kkoordinatiarda laplasyen; ayz apz 0 z?p pz 992

. 2. 2 2 2
Silindirik koordinatlarda laplasyen; VZu = % LZ Pu_du 10w 15 P
X

+
922 9pr PP 2902 922

. 2 2 2 2 2 2
Kiiresel koordinatlarda laplasyen; VZu = a—z + a—z + a—z = a—g + %‘9—’; +5 1 3 LL; 2u @ﬂ
ax= 9yt dz=  Ir" 190" rsin"0dp- T o290




Ornek: x=2sin3t, y=2cos3t, z=8t egrisi boyunca hareket eden bir noktanin her hangi bir t anindaki hiz ve ivmesini bulunuz.

Goziim: 7 = (2sin3t, 2c0s3t, 8) — 7 = = (6c0s3t, — 6sindt, 8) ved = = (- 18sin3t, —18cos3t, 0) .

Omek: A = x2yz8 — 202+ x2%k , B = 228 + y{[ - x°k olduguna gore -~ (A x B) nin (1,0, -2) deki degerini bulunuz.

i j k
Coziim: AxEB= x’yz 2xz® x2?| = i(2x323 - xyzz) -j (— xtyz - 2xz3) +k(x?y?z + dxz?)
2z y  —x?

;x(&y (A B)) ; (— xz2%i + xtxj + 2x2yzk) =—22i + 4x37j + dxyzk — -4i-8j
Ornek: V x (V x A ) =V. (VZ) ~-V2A oldugunu gésteriniz.

Coziim:

4) EGRISEL YUZEYLERIN INTEGRALLERI:

Bir ¢ uzay egrisi boyunca P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) fonksiyonlarinin egrisel integralleri tanimlanabilir.
f ¢ [P(xy,2)dx+ Q(xy,z)dy + R(xy,2) dz]

Egrisel integrallerin 6zellikleri:

l)f]I:I/I P.dx +Q.dy =—fﬁ,4 P.dx + Q.dy (smrlarin degigimi)

2) [MPdx+Qady = [} Pdx+Qdy+ [§Pdx+Qady (pargalama)
F vektor fonksiyonun integrali ¢ kapali bir egri boyunca hesaplaniyorsa; § F.d7 buna Fninc boyunca sirkiilasyonu denir.

Ornek: ¢ egrisi diizlemde O(0,0) — A(2,0) — B(2,1) — 0(0,0) seklinde (OAB) iicgeninin ¢evresi olduguna gére, verilen yonii
dikkate alarak f ¢ y?dx +x%dy egrisel integralini hesaplayimiz.

Cézﬁm‘f y2dx + x2dy :fOA+fAB+fBO —>fOA0.dx+x2.0:0, fABy2.0+22.dy :f(l]4.dy:4,fBoy2.dx+x2.dy:
fgl 2dx+1x2dx——2,—>fc yzdx+x2dy =0+4-2=2

Ornek: f ig? x2.dx - xz.dy + y2dz egrisel integralini, sinirlarindaki iki noktay: birlestiren dogru boyunca hesaplayniz.

_y0 -1 _ _ _ _
] 1 =30= ﬁ =t — x=t+1, y=3t, z=t+1 ve
dx=dt, dy=3dt, dz=dt olur. (1,0,1) parametrik denklemlerde yerlerine kondugunda t=0 (integral alt sinir1), (2,3,2) parametrik

denklemlerde yerlerine kondugunda t=1 (integral iist sinir1) elde edilir.

Coziim: (1,0,1) ve (2,3,2) noktalarmi birlestiren dogrunun parametrik denklemi; >

(2,3,2) 1 1 _5
f x2.dx — xz.dy + y*dz =f (t + 1)2dt — (t + 1)23dt + 9124t =f (7t2 -4t -2)dt =—
(101) 0 0 3

“Kapali bir D bolgesini alttan sinirlayan y=y,(x) ile iistten siirlayan y=y,(x), y1(x)<ya(x), bu egrileri ox ekseni iizerindeki
izdiistimleri [a,b] dogru pargasi ise, bu durumda bu bélgenin alan1 A = f ,Z; Yo (x) .dx - f ,Z; yq (x) .dx dir.

Ornek: x=a.cost, y=b.sint parametrik denklemleriyle verilmis elipsin alanin1 bulunuz.

Coziim: A = f x.dy — y.dx _,fo [a.cost.b.cost — b.sint.(— a.sint)| dt = n dt = ab

GREEN FORMULU (Riemann Formiilii):

P(x,y) ve Q(x,y) gibi D bolgesinde kismi tiirevleri siirekli olan iki fonksiyon igin;



f c Pxy)dx+Q(xy)dy = # D (an’y @,y)) dx.dy ifadesine Green ya da Riemann formiilii denir. Green formiiliinde 6zel

olarak Q(x,y)=x, P(x,y)=-y alinir ve D bolgesinin alan1 A ile gosterilirse; A = 3 f ¢ xdy — ydx bulunur.
Ornek: C gevresi x>+y’>=1 ¢emberi olduguna gore SE c 4xy3 dx + 6x2y2dy egrisel integralini hesaplayiniz.
Coziim: Green formiiliinii kullanarak; ¢ - dxy3dx + 6x2y2dy = o (12xy2 - 12xy2) dx.dy =0

Ornek: C egrisi y=x° ve y?=x egrilerinin sinirladig1 kapali egri olduguna gére; §C (2xy - xz) dx + (x + yz)dy egrisel integralini
hesaplayiniz.

Coziim: Green formiiliinden; ffD (a%_@) dx.dy ffD (1-2x)dxdy = fo (f\/_ (1-2%) dx) dy =

“Bir egri lizerinde F bir vektor fonksiyonu 7 birim vektor ise; f f D (v.l_-"))dx.dy = 99 c Fiids dir. f f D (Vx F)).l_c).dx.dy =
o rotl—:).%.dx.dy =§c F.7.ds Green formiiliiniin vektorel seklidir. Burada 7 = %:i + %Z] dir.
YUZEY INTEGRALLERI:

L(x,y,z), bir S yiizey parcasi iizerinde bir fonksiyon ve S diizgiin bir yiizey olsun. S yiizeyinin denklemi S’yi i¢ine alan bir D
bolgesinde siirekli ve tiirevlenebilirdir. Bu durumda yiizey integrali f f s L(xy,2) .ds = f f p L(xyf (x,y)) .secy.dx.dy dir. Burada

2 2 =
f f p Secy.dx.dy = f f D j 1+ (%) + (g—;) dx.dy dir. Yiizey integrali vektorel olarak; yiizeyin her noktasinda tanimli bir F =

L(x,y,2) S+M (xy,2) i + N (x,y,2) kvei yiizeyin pozitif tarafina (disa) yénelmis bir normal vektor ise; f f S Fiids yiizey
integraline F vektr alanmin S yiizeyinden gegen akisi denir. Koordinat eksenleri {izerinde izdiistimlerin yiizey integralleri;
['s Edids = [ g Ldy.dz+Mdz.dx + N.dx.dy seklindedir.

Omnek: S yiizeyi, koseleri (1,0,0), (0,1,0) ve (0,0,1) olan iiggen olduguna gére f f ¢ x.dydz +y.dzdx + z.dxdy ylizey integralini
hesaplayiniz.

Cozim: ffs x.dydz + y.dzdx + z.dxdy :ffD (—L%—Mg—;+ N) dx.dy :ffD (x +y +2)dx.dy

Uggenin denklemi x+y+z=1—z=1-x-y ve D bdlgesinde x+y=1 dogrusunun x=0, y=0 eksenleri ile meydana getirdigi {iggen
bélgedir. Bu durumda integral; [[ |, (x +y +2) dx.dy = ([, dx.dy = AlanD =% olur.

Ornek: S yiizeyi x>+y?>=1 silindirinin xoy diizleminin ist tarafinda kalan kism1 ve V=- y3g + 3] olduguna gore f f S rotV ii.ds
integralini hesaplayiniz.
i
— d N . :
Coziim: rotV = | 5¢ (3x +3y )k —rotV.n = (3x2 + 3y2) k. (cosa.i + cosp.j + cosy k) = (3x2 + 3y2) cosy —
-

ffs rotV.ii.ds =ff5

j k
Jd I
dy 0dz
¥ 0
32+ y?)cosyds = [ p 3(x2 +y?) sy =33 ([ p2pep) do =2

STOKES TEOREMI:

“Bir vektoriin, bir ylizeyi sinirlayan kapali ¢evre boyunca sirkiilasyonu, vektor rotasyonelinin bu yilizeyden gegen akisina esittir.”
Buna Stokes Teoremi denir. 56 v Fdi= f f S rotF.7i.ds formiili seklindedir.

Ornek: C egrisi x>+y?=1, z=2 ¢cemberi ve i =— 3y§ + 3xﬁ +k olduguna gore Stokes teoreminden faydalanarak f c 11.d7 integralini

hesaplayiniz.
i i ok
- §> - |2 2 I . k
Coziim: Vxu = | 50 5 51 =i(0)=J(0) + k(3 +3)
-3y 3x 1



[cudi= ¢ —3ydx+3xdy +dz — [ i.di =
ffs (vxﬂ').ﬁ.ds =ffs (0 - 0) dydz + (0 — 0) dzdx + (3 + 3) dxdy :6ffD dxdy = 67
Ornek: A = 2yxi—(x+3y-2)j+ (xz + z) k ve S yiizeyi x*+y?=a?, x>+z?>=a’ silindirlerinin I. bolgede sinirladiklar yiizey

olduguna gore f f S (V X Z) 7i.ds yiizey integralini hesaplaymiz.

Coziim: Stokes teoremine gore; f f S (V X Z) Hds = § c Adi = fﬁ ¢ 2yzdx — (x + 3y - 2)dy + (x2 + z) dz — Bu integral 4 egri
2
integralin toplamindan olusur (I.bdlgede ¢izilen silindirler igin). f c (xz + z) dz = f (11 -z24 z) dz = _2” - f c,”

a —na2 ﬂ2 ﬂ2
(x +3y-2)dy :fo(— ’az—y2—3y+2>d}/= " —37+211 = [c,zdz=5— [, (=3y+2)dy =

f (- 3y +2)dy == —2a — Toplam ffs (VxA) nds——‘l’—i(3n+8a)

DiVERJANS TEOREMI (Ostrogradsky Formiilii):

f f f (aL + ‘9—M + N ) dx.dy.dz f f ¢ L.dy.dz + M.dz.dx + N.dx.dy formiiliine Ostrogradsky formiilii denir. Bu ifadenin vektor

formu fffv dwF.dV :ffs Eiids seklindedir.
Ornek: S yiizeyi x>+y?+z?=1 kiire yiizeyi olduguna gore f f s x.dydx + y.dxdz + z.dxdy integralini hesaplaymiz.
Coziim: Ostrogradsky formiiliinden; f f ¢ x.dydx +y.dxdz + z.dxdy = f f f v +1+1)dxdydz =3 f f f v dxdydz = 3%7113 =4n

Integral isareti altinda tiirev:

% f 2 fxa)dx = f 2 % f (x,@) dx seklinde Leibnitz formiiliiyle hesaplanur.

Ornek: F(y) = [ (1) log(x2 + yz) dx olduguna gére% ‘yi hesaplayniz.

Cozum i = folog(x +y2)dx f(l] alog(x +y2)dx fl 2 dx Zarctan(y)

0 dx _m IRTIor 00 dx . ..
Ornek: f ENREYr esitliginden faydalanarak f 0 7(;;%1)"“ integralini hesaplayiniz.

Coziim: I (a) foo xdj; Zam12 diyelim. I’ (a) —*(_?1) a2 11(a) :g(_?l) %Q_S/Z, LI () =§(_ 1)n%a—(2n+l)/2 N

f dx  _m135.Q2n- 1) —@n+1)2 x 1.3.5..(2n-1)
0

— a=1 icin f dx__ 1 olur
(x +l)n+1 ) 211 0 (x )n+1 2 271 .

“Integral smirlarinm o ya bagh olmasi durumunda dI/do tiirevi; % f EEZ; f(x,a)dx =

) EEZZ) a‘if (x,@)dx + f[b(e),a] - fla(a) ] % olur

Ahstirmalar:

1)y=Inx egrisinin x=e ve y=0 dogrulari ile sinirladig1 bolgenin alanini iki katl integral kullanarak bulunuz. (Cevap: 1)

2)z=x’+y? paraboliiniin i¢ginde ve z=1 diizleminin altinda bulunan cismin hacmini iki katli integral kullanarak bulunuz. (Cevap:
1/2)



3) f (1) f b; ! 3dydx integralini hesaplayiniz. (Cevap: 2/9 )
1+3y

5-3y -
4) f ! Y 2 o (3y + x) dxdy integralini hesaplayimiz. (Cevap: sin5/10 )
02 ayen)?

2
5)R bolgesi x=2, y=x dogrular1 ve xy parabolii ile sinirli bolge ise f f R X—ZdA integralini hesaplayiniz. (Cevap: 9/4 )
Y

6)R bolgesi Vx + =1 parabolii ile sinirl bolge ise xydA integrali kactir? (Cevap: 1/280)
y R XY

7)Kutupsal koordinatlar1 kullanarak f f R (x2 + yz) dA integralini R = {(x,y) X+ (y+ 2)2 < 4} bdlgesinde hesaplayiniz. (Cevap:
24m)

8) f g (2)71 f % x.cosy.sinz.dx.dy.dz integralini hesaplaymiz. (Cevap: 3 )



9)z=x*+y? ve z=8-x>-y? paraboloidleri tarafindan smirlanan bélgenin hacmini ii¢ kath integral ile hesaplayiniz. (Cevap: 16m)

10)x=0, y=0, z=y diizlemleri ile y>=4-x silindirinin birinci bdlgede siirladigi hacmi hesaplaymiz. (cevap: 4)

[1_.2
11) f 11 f —\1/%99 mdydx integralini kutupsal koordinatlara doniistiirerek hesaplayiniz. (Cevap: m )

(—y)
X +y

2
12)D bolgesi x-y=1, x-y=2 , x+y=2 ve x+y=4 ile sinirl bolge olmak {izere; u=x-y, v=x+y doniisiimil yaparak f f D dA

integralini hesaplayiniz. (Cevap: %an )

13)z=0, x*+z=1, y*+z=1 yiizeylerinin sinirladig1 cismin agirlik merkezini bulunuz. (Cevap: x=y=0, z=1/3)

14)V = (2xz, y?z, xy) ise VV ve VXV , (2,1,-1) noktasinda nedir? (Cevap: -4 ve i+3j)

15)f(x,y,z)=2x>y*z* olduguna gore div(gradF)’yi hesaplaynz. (Cevap: 12xy’z*+4x’z*+24x%y?z?

16) z=x*+y*-4xy skaler fonksiyonun laplasyeni (V?z ) nedir? (Cevap: 6x+2 )



17)C egrisi O(0,0) — A(3,0) — B(4,2) — 0(0,0) seklinde (OBC) {iggeninin ¢evresi olduguna gore verilen yonii dikkate alarak
f c y2dx - xzdy egrisel integralini hesaplayinz. (Cevap: -35/2)

18) f Eéﬁ)l) z2dx + yzdy —xydz egrisel integralini sinirlarini birlestiren dogru boyunca hesaplayiniz. (Cevap: 4/3)

19)C egrisi y=x? ve x=y? egrilerinin sinirladig1 kapali bir egri olduguna gore 95 c (y - x2) dx + (y2 - x) dy egrisel integralini
hesaplayiniz. (Cevap: -2/3)

20)? =18zi — 12j + 3yk ve S yilizeyi 2x+3y+6z=12 diizleminin birinci bélgesindeki kismi olduguna gore f f S Fri.ds yiizey
integralini hesaplayiniz. (Cevap: 24 )

BOLUM-4

INTEGRAL DONUSUMLERI:
1)FOURIER VE LAPLACE DONUSUMLERI:

Integral doniisiimleri genel olarak x gercel degiskenlerinin fonksiyonu olan f(x) ile, k gercel degiskenlerinin fonksiyonu olan F(k)
arasinda F(k)=T[f(x)]= f Z f (%) K(k,x) dx seklinde integral ile tanimlanir. Buradaki F(k)=T[f(x)] fonksiyonuna; f(x) esas
fonksiyonunun integral déniisiimii, doniisiimiin cinsini belirleyen K(k,x) fonksiyonuna da kernel ¢ekirdek fonksiyonu denir. Boyle
bir doniisiimle x ve k uzaylar1 birbirine baglanir. Tanimlanan yeni F(k) fonksiyonuyla ¢ogu kez islem yapmak, f(x) esas
fonksiyonuyla islem yapmaktan daha kolay olur ve yapilacak ters doniisiimle tekrardan x uzayinda orijinal problemin ¢dziimiine
gegilir.

En ¢ok kullanmilan doniisiimler:

1)Fourier — F (k) = < f €5) ek gy

1
wl°
2)Laplace — F (k) = f ACY ek gy
3)Mellin — F(k) = [ f (%) 2Ky

4)Hankel (Fourier-Bessel) — F (k) = f o f (x) x.J, (kx) .dx



5)Laguerre — F (k) =f8°f(x) e L (x).dx

A) FOURIER DONUSUMU:

F(k) =T[f (x) = f % f(X) .~y ifadesi f(x) fonksiyonunun Fourier déniisiimiidiir. Ters doniisiimii f) =
LF)] = =7 — [ F (k) .c™dk seklindedir.

Ug boyutlu uzayda Fourier déniisiimii; F ( ) T[f(M] f > f * f % f(). e~ik7 437 seklindedir.
Fourier doniisiimlerinin oézellikleri:

DT[f ()] = ﬁl—" (%) , (c#0 ve gergel say1)

)TH(-x)]=F(-k)

3 T[f(x-c)]=e*F(k) , (c=sabit)

4HT [eikox f (x)] =F (k - ko), (ko gergel bir say1)

S5T[f (ex+a)] = 1 ‘lk“/C.F(k)

OT[f* (] =F(-k)

7)Fourier doniisiimleri lineer doniisiimlerdir; T[c,f;(x)+c fr(x)]=c| T[fi(X)][+c. T[f2(x)]=c F1(k)+c Fa(k)
Fourier doniisiimlerinin trigonometrik sekli:

a)Fourier cosiniis doniisiimii:

Fo(k) = \/g f o f c () .coskx.dx — ters dontisimii f-(x) = \/g f & Fc (k) .coskx.dk

b)Fourier siniis doniisiimii:

Fg(k) = \/gfgo f s (%) .sinkx.dx — ters doniisiimii fg(x) = \/%fg" F (k) .sinkx.dk
Tiirevlerin Fourier doniisiimleri:

n.mertebeden tiirevin Fourier doniistiimii F () =T [ f Q) (x)] = (ik)" F(k) seklinde tanimlanir. Tiirevlerin Fourier cosiniis ve siniis

doniigtimleri de 6rnegin 1. ve 2. mertebeden; F(CD (k) =kFg (k) - \/gf (0) ve F(Sl) (k) =—kFc(k) ; FC(Z) (k) =- kzFC (k) -
ﬁf“) ) ve Fs® (k) == KF5 () - ﬁ.k-ﬂm

Parseval teoremi:

Fi(x) ve fy(x) fonksiyonlarmnin Fourier déniisiimleri Fy(k) ve Fa(k), kompleks eslenikleri f7(x) ve f5(x), F;(k), F;(k) olmak iizere;
f % f1(0). 15 (%) dx = f %% F1 (k) F; (k) .dk esitligine Parseval teoremi denir. Bu baginti optik, elektromanyetizma ve kuantum

mekaniginde kullanilir.

N
Dirac Delta Fonksiyonunun 6 (k - k) = i f %, e™kK) dx tanim kullanilarak Parseval teoremi f S f1(0.f5 (x) dx =
[ Fy (k) .F; (k) .dk en genel haliyle yazilabilir. Bu teorem kuantum mekaniginde % [f(x)]| 2dx = = [%% |F(k)| > dk bigiminde

yazilabilir.
Konvoliisyon (Faltung)Teoremi:

flo= % f % f1() .fo(x—y) .dy seklinde tanimlanan integrale bu fonksiyonun (- co,00) araligindaki konvoliisyonu denir.

Konvoliisyonun Fourier déniisimii T[f (x)] =T [ fi().f, (x)] = F, (k) F, (k), bunun ters doniisiimii f(x) = [ fi().f, (x)] =
T[F; (k) F5 (k)] dur.

R 2
Ornek: a>0 olmak tizere f (x) =e™ fonksiyonunun Fourier doniigiimiinii bulunuz.

- —ax? i 1 —ax? .. 1 k2 1 32
oziim: F (k) =—= 0 emaxTomtkx gy — 1 (o o=@ (rosky — i.sinkx) dx :(fe k /4”) =k /4
¢ () VZT[f N2m ( ) N2m a V2u



-L<x<0
iicgen puls fonksiyonunun Fourier doniisiimiinii bulunuz.
0<x<L

1+
1_

MR IR

Ornek: f (x) = {

Coziim: F (k) = ﬁ [ f 9L (1 + %) e~y + f é (1 —%) e_ikxdx] , f(x) ¢ift fonksiyon fourier cosiniis doniisiimii uygulanir. F (k) =
. 2kL
_ )

/% ) 8 (1 —%) .coskx.dx :% f% [1%“ =% /% [smkz olur. Bu durumda tepenin genisligi — Ax=2L , k uzayindaki genisligi —

2
Ak=4n/L, bunlarin ¢arpimi1 Ax.Ak=8x olur.

B) LAPLACE DONUSUMU:

F(x) fonksiyonu x’in tiim pozitif degerleri i¢in taniml1 olmak {izere (x<0 iken f(x)=0 oldugu kabul edilir) Laplace doniigiimii
F(s) =L[f)] = f e f (x) .dx seklinde tanimlanir. Burada s parametresi gergel, s sanal iken Fourier doniisiimiine gotiiriir.
F(s)’nin ters laplace déniigiimii olan f(x) fonksiyonu; f(x)=L"![F(s)] olur.

Laplace déniisiimlerinin ozellikleri:
DLf(x)]=(1/c)F(s/c) , (c>0)

2)L[e*f(x)]=F(s-c)

3)L[e1fi (%) +esfa(x)]=er L[ (X) [ FesL[B(x)]=c F1(s)FesFa(s)
A)L[f(x-+c)]=e=F(s), (c>0)

SILL )] = (- D" EFE), (1=123,..)

OL[x " f)] = [& .. [$F(S).(d5)"

DLL[G - [3 £ @] =52

LY = [ F(s") dsr

NI =—= [0 f @dx. {f(x+p) = @) ,p >0}

10)Laplace dénissiimleri yaparken trigonometrik fonksiyonlar igin Euler agilimlart kullanihir.

Ornek: f(x)=Cosh(4x) fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii bulunuz.

Govtim: L [Coshax] = L[| =L{L[e¥] + L[]

L[e*] =7 ee~%dx :Si

- vel [e4] =[5 e ¥eSN gy = 1

s+4

L[Cosh4x] =1{i+ L} =—"— bulunur.

2(s—4  s+4 $2-16
0 O0<xxl1
Ornek: f(x) ={4 1 <x <2 fonksiyonunun Laplace déniisiimiinii bulunuz.
0 x>2

2 — é(e—s _ 6_25)

Coziim: L[f (x)] :f% 4e%dx = ‘?e‘sx 175

Ornek: f(x)=sinx fonksiyonunun Laplace déniisiimiinii bulunuz.
Coziim: L [sinx] =L [% (eix - e*i")] :%{L [eix] -L [e*ix]}

Ll = fetemin =k veL ] = e e o =

; _1p1 1] _ 1
L[sinx] _Zi{s—i s+i} =2

Laplace doniisiim tablosu:



f(x) F(s)=L[f(x)]
1 1/s
X 1/s>  (s>0)
n T(n+1) _
x" (n=0,1,2,3...) e (T(n+1)=n!, s>0)
ax 1
e - (s>a)
. a
sinax 2,7 (s>0)
S
cosax 2 (s>0)
sinhax 52:2 s>|a])
h : >

coshax 2,2 (s |a|)
X.sinax 25

(52+112)2
X.e 1

(s+u)2
e* sinbx b

(s-a)*+b?
e™.cosbx =

(s-a)*+b?
Xn-l.e-ax (i’l—l)!

(s+a)"
5(x —c) e
U(x).f(x-¢c) e *.F(s)

Tiirevlerin Laplace doniigiim tablosu:

(%) sF(s)-f(0)

°(x) s°F(s)-sf(0)-£(0)

f(x) s"F(s)-s™'£(0)-...-f™1(0)

f Sf M .dy =u().f(Y) %F(s) (U(Y) basamak fonksiyonu)
FG)/x [SE(0)do

f(x-a)U(x-a) e™F(s)

A9f(x) (n tiirev derecesi)

CD'FO(s)

Tiirevlerin Laplace doniistimii:

L[f’ (2] :f8°e‘sx%.dx =e 5 f (x) |06)+sfg°e‘sxf(x)dx =sL[f ()] - f(0) =sF(s) - £(0)

L[f"" ()] =s’L[f ()] -5 (0) - £/ (0)

L[f/” (x)] =33 [f(x)] —Szf(O) —Sf/ (0) _f,, (0)
L[] =L @] -5 F (O . - f50 ©)

Ters Laplace doniisiimii:

f) = LYE(s)] = 2%1 f ctico p (s) .e®™*ds , buradaki integrale Bromwich integrali denir. Fourier diiniisiimiinde s=c+ik seklinde

c—ico

tanimlanmisgti.

f(x)=L"'[F(s)] olmak iizere Ters Laplace doniisiimlerinin dzellikleri:

DL E(e)] =1f (%)

C

) x>c
x<c

2) L—l [E—CSF(S)] — {f(xo_

3) L1 [cll-"1 (s) + c,F, (s)] = clL’1 [Fl (s)] + ch’1 [P2 (s)] =c1f1(0) +cyfr(x)

HLF(s-0] =ef(x)

5)LL[sF(s)] = j—x £(2) (f(0)=0 iken)




6) L "] =[5 £ (x") dx’

DL [CF(s") dsr] =12

8) L1 [F(n) (s)] _ [dans) = (D" f ()
Ornek: y*’ (x)+w?y(x)=0 diferansiyel denklemini y(0)=1, y’(0)=0 baslangi¢ kosullar1 altinda ¢dziiniiz.
Coziim: Ly(x)]=Y(s) olmak iizere, L[y +w?y]=L[y”’ +w2L[y]=0 — s?Y(s)-sy(0)-y’(0)+w?Y(s)=0 — s2Y(s)-s+w?Y(s)=0 —

Y = S — L‘l [ S
(S) 52+w2 sz+w2

= COswx

Ornek: y*’-y’-6y=4e* diferansiyel denklemini y(0)=0, y’(0)=1 baslangi¢ kosullar1 altinda ¢dziiniiz.

Coziim: L[y”’-y’-6y]=4L[e*] — L[y’ ]-L[y’]-6L[y]=4L[e**] — s*Y(5)-sy(0)-y’(0)-sY (s)+y(0)-6Y(s)= 4[1/(s 2)] — s2Y(s)-1- sY(s)

A/ — 5+2 — 1 _7-1 1 -1 A B| _ 11 _ 3%
SY(Es2) = Y () st 263 Y () =L [(s—Z)(s—SJ L [s 2753 [ ] y(d =

Ornek: y*’(x)-xy’(x)+y(x)=1 diferansiyel denklemini y(0)=1, y’(0)=2 baslangi¢c kosullar1 altinda ¢dziiniiz.

Coziim: Ly’ ]-L[xy’J+L[y]=L[1] — s2Y (s) — sy (0) -y’ (0) - (- 1)%[51/(5) -y (O] +Y(s) :% —52Y (s) —sy(0) -y’ (0) +

Y() +5Y () +Y(8) =2 —52Y () ~5-2+2Y(8) +5Y' () =2 — Y/ (9) +[s+3 Y(s) =5 +2+1 — Bu denklem Y(s)=u.v
S2

=525 veu :fszesz/2 [1 +§+%] =(s+2)e2 +c.Budurumda Y (s) :§+%+

2 21
—| 5 t2ins

doniistimiiyle ¢oziilebilir. u =e

o572
2
S

y(x)=1+(2+c)x seklindedir.

— son terim seriye agilir ve ters laplace doniisiimii yapilarak c’ye bagli olarak bulunur. Yaklasik bir ¢6ziim

Ornek: %4— y+2z=0 ve % +2y —z =0 diferansiyel denklem sistemini y(0)=4, z(0)=1 baslangi¢ kosullar1 altinda ¢dziiniiz.

Coziim: L[y(x)]=Y(s), L[z(x)]=Z(s) olmak iizere denklem sisteminin Laplace doniisiim matris formu;

s—1 2 Y] 4 . . 456 _ 5 _ __5
5 e 1] [Z] = [1] olur. Buradan Y(s) ve Z(s) fonksiyonlari; Y (s) = (S+1)(S 3 = 26e0) T 2(5 5 Ve Z(s) = (s+1)( 3 =260
3 R A _5 3 3x _5 _3 3x

63 olur. Ters Laplace doniistimleri ile; y (x) = 1 ¥+ Se vez (x) = 2e -5e olur.

Ornek: y (H) + f 6 x(u).du=2e"v y ( ) + x () =0 integro-diferansiyel denklem sisitemini y(0)=y’(0)=0 baslangi¢ kosullart
altinda ¢6ziiniiz.

Coziim: L[y(t)]=Y(s), L[x(t)]=X(s) ve L [ f ox (1) du] _%
2

)2 e s2Y (s) + X(s) =0 elde edilir. Buradan Y (s) = 2_—21 ve X(s) = % =2 [1 + %] olur. Ters Laplace doniigiimiiyle;
S ST—

s s+1

y () =—2sinht ve x(t) =26 (t) + sinht elde edilir.

olmak iizere; denklem sisteminin Laplace doniisiimii alnirsa, Y (s) +

Ornek: PE _ 82E(x,t)
ox? o2
E(x,t) dalga fonksiyonunu bulunuz (x=0 da E(0,t)=E,.sinwt dir).

(

iz = 0 baslangi¢ kosulunda

2 2 2

PECH) = |LZECh] | delus) _ 1 [s e(x,s) —sE(x,0) — 9E(, 0)] —e(x s) > e(x,5) = A.e™/0 + B.eX/? elde edilir.
ox? J v? o ox?

x—o0 iken B=0, x—0 iken A=¢(0,s) olur. Bu durumda e (x s) =e(0,5)e™/" ve X:O icin E(0,t)=E,.sinwt’ yi kullanarak

e(0,8)=L[E¢sinwt]=(Eow)/(s>+w?), buradan da e (x,s) = —2 e™/%; ters Laplace doniisiimiinden E (x,t) = E.sinw (t - g) elde

sT+w

Coziim: L

edilir.
Konvoliisyon teoremi:
h(x)=(f".g)(x)=F".G

bilinen bir f(x) ve g(x) fonksiyonlari yardimiyla h(x)=L"![F(s)G(s)] fonksiyonunun hesab1 konvoliisyon teoremi yardimiyla;
h(x)=(f"g)(x)= f of (W g(x-y)dy =F*G den hesaplanur.

Konvoliisyonun &zellikleri:



Df'g=g'f, 2)f (zitg)=f g1+ g, 3)(f'g)'h=f(g’h), Hf0=0"f=0, 5)f I+f (genelde).

Ornek: H(s) = ﬁ fonksiyonunun ters Laplace doniigiimiinii bulunuz.
s+

Coziim: L™ [F(s)] =L7! [L] =cos2x , L1 [G(s)] =L7! [L] =S¥ _, ¥onvoliisyon teoremini de kullanarak % (x) =1.x.sin2x
s2+4 s2+4 2 4
bulunur.
KOMPLEKS ANALIZ:

1) KOMPLEKS SAYILAR:

18.yy’nin baglarinda x*+2x+2=0 tipindeki cebirsel denklemin koklerinin x;, =—1F V-1 seklinde bulunmasi esnasinda
G.Cardano tarafindan tanimlanmigtir. Daha sonra V—1 =i ‘ye sanal (imaginary) tanimlamasi yapilmisgtir.

Kompleks analizin temelleri 19.yy’da A.Cauchy tarafindan atilmis ve P.Diriclet, G.F.B.Riemann ve K.Weierstrass tarafindan
gelistirilmistir. Bir kompleks say1 genel olarak x ve y gercel sayilar olmak {izere z=x+iy seklinde tanimlanir. Burada z’nin gergel
ve sanal kisimlar1 Rez=x, imz=y dir. z’'nin kompleks eslenegi z"=x-iy dir (i>=-1).

Kompleks sayilarda bazi kurallar:

D) Z+Z,=(x1+x)+(Y11Y2) » 2)Z1Zo=(X1X2-y1V2) (X1 y11X2y1), 3)Z1/Z; (pay ve payda paydanin eslenegi ile ¢arpilarak ifade a+bi
sekline getirilir), 4)Z.Z"=(x+y((x-iy)=x>+y?

Kompleks sayilarin geometrik tanimi, kokii ve kuvveti:

Sekildeki diyagrama bir kompleks saymin vektor diyagrami denir. r= | Z | (boy-modiile mutlak deger), x=r.cosf, y=r.sinf —
Z=r(cosO+isin6) dir. Burada 62ya kompleks saymimn argiimam denir. r = ModZ = |Z| = [x? + y2 ve O=ArgZ=Arctan(y/x) dir.
0=0p+2kn (k=0,1,2,...)’da 0p argiimanina Z’nin bag argiiman1 denir.

Z=r1(cos0+isin0) ifadesini Euler formiilii ile Z=r.e* bi¢iminde yazabiliriz. Bu durumda Z"=(r.e")" — Z"=[cos(n0)+i.sin(n0)] (de

. . 1 1 0 . . (0 1 0, +2kn . [vpr2km
Moivre teoremi kullanildi) olur. Zn = rn [cos (Z) + 1.5in (;)] =n [cos( ” ) + l.sm( )] , burada 0<v,<2m, k=0,1,2,... dir.

n

Ozdeslikler: 1) e®=cosh@+sinh@, 2)cosh?0-sinh?0=1, 3)cosh0=(1/2)[e*+e®], 4) sinh0=(1/2)[ee®], 5)sinh(i0)=i.sin,
6)sin(i0)=i.sinh0

Omek: Z = E karmasik sayisini; a)Z=x+iy seklinde gdsteriniz, b)RezZ, ImZ, ModZ ve ArgZ’yi bulunuz.

Goziim: a) Z =121 =0 =—i | b) x=ReZ=0, y=ImZ=-1, ModZ= | Z | =[0>+(-1)]">=1, ArgZ~6=Arctan(-1/0)=3m/2

—
=

Ornek: Z3-1=0 denkleminin koklerini bulunuz.

Coziim: Z"=r"(cos0+isin0)"=(x+iy)’=W — W=1 icin x=1 ve y=0 olmal1. Z=(1)"*{cos[(0+2kmn)/5]+i.sin[(0+2kn)/5]} — Z=1,
Z,=cos(2n/5)+isin(2n/5), Zs=cos(4n/5)+isin(4mn/5), Z4=cos(6m/5)+isin(67/5), Zs=cos(8n/5)+isin(8n/5)

Ornek: | Z+7Z, | < | Z, | + | Z, | licgen esitsizliginin dogrulugunu gosteriniz.
Cozim: |2, + 25| = (2, + 2,) (21 +2,) = |2)|* +|2)|* + (21°Z,) + 2,2, , x=ReZ=(2+2¥)12,

(Z\*Zo)*+Z1*2y=2Re(Z1*Zy) — | Z1+Z, | = | Z, |+ | 2, | #2Re(Z1*Z,) — Re(Z1*Z)<|Z:* Z,| olur. Bu durumda
|Z]""Zz|ZS(|Z] |+|Zz|)2—> |Zl+Zz|Slzl |+|Zz| olur.

Tek kompleks degiskenli fonksiyonlarin analitik ve diizenli olma kosulu:

Bir f(z) fonksiyonu karmagik diizlemin bir B bdlgesindeki her noktada tek bir tiireve sahipse, f(z) fonksiyonun B bolgesinde
analitik oldugu, hem analitik hem de tek degerli ise o zaman diizenli oldugu sdylenir.




Ornek: f(z)=7>+1 fonksiyonunun analitik oldugunu gésteriniz.

% :%;] , % =- % analitiklik i¢in Cauchy-Riemann kosullarini kullanalim. f(z)=( x+Hy)*+1=x2-y*+

1+2ixy — u(x,y)=x2-y*+1 ve v(x,y)=2xy

Cozim: f;’(z)=f,’(z) —

n_
ax ~ dy

— 2x =2x, ve g—: = % ——2y =-2y oldugundan analitiktir.

2) KOMPLEKS INTEGRAL:
1)Cevre (Kontur) integrali:

Tek gercel degiskenli fonksiyonlar i¢in gegerli olan integral teoremi tek karmasik degiskenli fonksiyonlar i¢in de gegerli olup, I =

’
f z 00 f(@dz = lim 2?21 f(€;)Az; seklinde tanimlanir. Buradaki I’ya f(z)’nin ¢evre (kontur) integrali denir. Burada €;; ¢

n—o0, Azi| -0

uizerinde z;; ile z; arasinda bir noktadir.
Cauchy teoremi:

Basit kapali ¢ egrisinin gevreledigi tek bagimli bir B bdlgesinin biitiin noktalarinda ve c egrisinin lizerinde; f(z) fonksiyonu
analitik, kismi tiirevleri ise siirekli olmak kosuluyla f(z)’nin ¢ tizerinden kompleks integrali sifirdir; f ¢ f(z)dz =0.Bu bagintiya
Cauchy integral teoremi denir.

fc f(2)dz zfc (u + 1v) (dx + idy) :3€C (udx —vdy) + ifc (udy +v.dx) — §c f(2)dz =
f f B (— % - %) dx.dy +i f f B (% - %)dx.dy . Burada Cauchy-Riemann kosullarinin kullanilmay1yla her iki integral i¢inin sifir
oldugu goriiliir. Bu teoreme Couchy-Coursat ve Monrena teoremleri uygulanarak; 56 c f@dz =X, f ¢, f (2) dz genel hale

getirilir.
Ornek: f = integralini hesaplayiniz.
Z—ZO

Coziim: C egrisinin sinirladigt B bolgesinin fonksiyonu f(z)=1/(z-z¢) , z=z da analitik degildir. C egrisinin i¢inde alinan z,
merkezli ve sonsuz kiiciik yarigaplt | Z-Zy | =r ¢emberini ¢ bolgesine baglayan ¢, kapali bolgesine Cauchy-Coursat teoremi

. dz dz dz _ r2n r.i.eiedﬂ_ .
uygulanirsa; § ¢ T2y —fﬁ €132, il N R 2mi elde
edilir.

olur. Sagdaki integralde z-zo=r.€", dz=ir.e.d0 doéniisiimiiyle; 36 ¢

Cauchy Integral Formiilii:

F(z) fonksiyonu C basit kapali egrisi tarafindan sinirlanan B bdlgesinde analitik olmak iizere ve z, noktasi bu bdlgede kalmasi

kosuluyla § - f ii)z'dz =
0

sifira esit, egrinin tizerinde ise mif(zg)’a esittir ve buna Cauchy temel degeri denir. Bu durumda;

2mif(z,) ifadesine Cauchy integral formiilii denir. Eger z, noktasi C kapali egrisinin disinda ise integral

21tif(zy)  zo;B nin iginde
f@)dz _ 0
C z—z, ~

! f(2).dz

2mi (Z—ZO) n+1

zo;B"nin diginda  dir. f(z) n. mertebeden tiirevleri igin; £ (ZO) =
mif(zy)  z;C’nin tizerinde

(n=0,1,2,...) olur.

sinz.dz
2z-m

Ornek: C egrisi a) | z | =1,b) | z | =2 birim yarigapli cember olmak {izere § c integralini hesaplayiniz.

Coziim: a)2z=t — z=t/2 — | z | = | t/2 | , dz=dt/2, | V4 | — | t/2 | =l— | t | =2, t=m — | t | =2 ¢emberin diginda oldugundan integral
sifirdir.

d
)3

t-m

sin (

N~

b)te=n noktasi | z | = | t/2 | =2 — | t | =4 ¢emberin igindedir. j; c = % f () =mi.sin (g) = 711 bulunur.

sin2z.dz

(620’ integralini hesaplayiniz.
Z—TC

Ornek: C egrisi | z| =3 gemberi olmak iizere I = f c

i B _ _ _ L ) sin (é)-(%) 1(2mifPm)\  nid? . (¢ i
Cozim: 6z=t — z=t/6, dz=dt/6 — | t | =18 ¢emberin i¢indedir. I = § c o’ =q 5 = sin (5) | t=n =

F(z) fonksiyonunun Taylor ve Laurent Serileri:

M) (y_y \1
F(z) fonksiyonun z, civarinda Taylor agilimi; f(z)=f(zo)+f"(20)(z-zo)+. .. +[f"(20)(z-20)" V0! — f (2) =3 [z

n!
Ym0 An(z —2p)"



b,
F(z) fonksiyonunu z, civarinda Laurent serisi; f (z) =¥, 08,(z=29)" + Y01 W seklindedir. Bu seride soldaki kisim

(
. - . .. . f(2)dz _ f@dz
analitik, sagdaki kisim esas kisimdir. Bu serinin katsayilari; a,, =5 3§ C1( - e (n=0,1,2,.) ve b, b § c, g e

(t)dt
(t—z )n+1

(m=1,2,3,...). Bu iki terim birlestirildiginde A, katsayisi; A,, = =5 4; c (n=0, +1,£2, ...).

Ozellikler:
1)by, katsayilart sifir ise f(z); z=z, da analitiktir ve zy’a diizenli nokta denir.
2)f(z) nin analitik olmadig1 noktalara tekil singiiler noktalar denir. Or; f(z)=1/(z-zo) — z=z, singiiler noktadur.

3)b,,#0 fakat by, den sonra gelen katsayilar sifirsa f(z) nin z=z, da m.mertebeden bir kutbunun oldugu sdylenir. Or; f(z)=e**/(z-z)*
de zp=1 dordiincii mertebeden kutup noktasidir.

4)b#0 sonsuz tane b katsayisi varsa, lim (z - zo)m f(z) sonlu yapacak bir m degeri bulunamiyorsa, bu durumda f(z), z=z, da
Z‘)ZO

esash bir tekil noktaya sahiptir. Or; e'”—z=0’da esasli bir tekil noktaya sahiptir.

5)f(z); z=2y’da tanimsiz fakat lim f(z) limiti varsa, buradaki z,’a kaldirlabilir tekil nokta denir. Or; f(z)=sinz/z .
Z—>ZO

6)f(z); z, noktasinda analitik degil, bu noktanin sonsuz yakin komsulugunda z, merkezli sonsuz kii¢iik € yarigapli bir cemberin
disinda analitik oluyorsa, zy noktasina yalitilmis (izole) tekil nokta denir. Bu noktalar kaldirilabilir tekil noktalardir. Or; f(z)=1/z.

7)Laurent agilimindaki 1/(z-z) teriminin katsayisi olan b;’e z=z, noktasinda f(z)’nin rezidiisii denir ve b;=Res(f,z,) seklinde
gosterilir.

Ornek: f(z)=e**/(z-1)* fonksiyonunu Laurent serisine agimiz.

_ & u? u® _ 3 9 81  243(z-1) , .
Coziim: z-1=u — f(u) = el u— F 1+3u+9§+27§+ ] - f(u) = LZ e +(z—l)3+2(z—l)2+”+z+ 5+ . f(z)’nin

z=1’de 4.dereceden kutbu vardir.

3) REZIiDU HESABI:

C kapali gevresi iginde f(z) fonksiyonunun analitik olmadig1 sonlu sayida nokta varsa, f(z)’nin C kapali ¢evresi iizerinden

integrali, bu noktalarin her biri i¢in tammlanan ve adina rezidii denilen 6zel sayilar yardimiyla hesaplanabilir. f (z) =

Nnz—oo A, (z = 2()", Ay igin n=-1 de 45 f(2)dz =2miA_; ifadesine Rezidii veya Cauchy-Rezidii Teoremi denir. A_; =
1 m-1

(m- D'd m— 1g

@) | 2= 2, 1fadesinden A, rezidiisii hesaplanir.

Kurallar:

1)f(z)’nin z, noktasinda birinci mertebeden basit bir kutbu varsa A_; = lim (z - z;) f(z) ifadesinden kolayca hesaplanar.
Z—)ZO

2)zo, f(z)’nin m.mertebeden kutbu ise tiirevli ifadeyle hesaplanir.
3)g(z) ve h(z), zo’da analitik olmak {izere ve g(zy)#0, h(z)=0 ve h’(zy)#0 kosullarin1 saglamak sartiyla f(z)=g(z)/h(z) nin z=z,’ da

8(@)

basit bir kutbu varsa A_; = hm h e
zZ—.

ile hesaplanur.

4)Eger (z), z,’da esasli nir tekil noktasina sahip ise, rezidii Laurent serisi agilimi kullanilarak bulunur.
Birden fazla kutup noktasina sahip f(z) fonksiyonu i¢in rezidii; 9§ f(@)dz = 27?1'2::1 Aﬁ) ile bulunur.

Ornek: | z | =2 birim yarigapli gember iizerinden f(z)=1/(z>+1) integralini aliniz.

Coziim: z2+1=0 — z,=1, z,=-1, her iki kutup da | z | =2 yarigapli gemberin igindedir. A(_ll) = lzlirll (z-1) (z—i)l(z+i) =% , A(_zl) =
1 . _ 1 1
Zl:ml (z+1) = Z) Er i Bu durumda; ¢ - 2 " =2n [21 > =0 olur.

Ornek: 95 c 3 Az mtegralini | z | =4 birim yarigapli gember iizerinden hesaplayiniz.



Coziim: z>+1=0 — z,=1, z;=-i , her iki kutup da | z | =4 yarigapli gemberin igindedir. ‘ZEZ; = S’Z — lim (22 + 1) =0, lim 1/ (2) =
z°+1 Z—Fi z—F1

lim 2z # 0 oldugundan ; A(l) = hm 32_3 ,A(_Zl) = im3Z =3 _, §3zdz
z—F1 z—1 22 Z—)—izz 2 22+1

=2mi B + %] = 6711 bulunur.
Sonsuzda rezidii:
j; f(z)dz =2miRez[f (2),z = o] ifadesine f(z) nin sonsuzdaki rezidiisii denir. Rezirii teoremi genellestirilirse;

2mi Y, A k) C’ninicinde

f(@dz =
pe 2mi [ZZ:mH Aﬁ) +Rez[f (2) z = 00]] C’nindisinda
4) BAZI BELIRLI INTEGRALLERIN HESABI:

DI = f 0 f(x) .dx tipi integraller:

F(z) fonksiyonu higbiri gergel eksen iizerinde olmayan sonlu derecede kutup noktalarina sahip ve Jordon kosulunu sagliyorsa I =
[ f(X)dx = ZHiZk A(_kl) ile hesaplanir.

2
Omnek: I = [©, —4__ inteoralini hesaplaymiz.
f (e2+1)(x2+4)2 & pay
2 2
Oziim: C kapali ¢evresinde Rezidii Teoremine gore I = lim XY im iz , burada z=R.e" dir,
G patte £ R—)oof R (241)(x244) Rqoof 2 (2241)(z244)2
2
doniisiimiinden sagdaki integral sifirdir (Jordon kosulu). Bu durumda I = f vy m = 2ni2k Ag‘l) integrali hesaplanir.
2 .
Kutup noktalari (z2+1)(z2+4)*=0 — z; ,==+i, 73 4=+2i (2.mertebeden). A(_ll) =lim (z - i)%22 = é , (_21) =
270 (=D (z+i)(z"+4)
2 ,
lim 4 ¢ S S— RN 0 A g S 1Y
23_>211'd (z-20) G222 72 [18 72] 36
DI = f ﬁn f(sin6, cosO) .dO tipindeki integraller:
. . 0 stose s e . e0e710 2 eO4e™0 _ 241 +l dz
Bu integralleri alirken z=e" doniisiimii yapilarak; sinf = T T cosf = = ,do = = ifadeleri integralde yerine
yazilir ve hesaplama yapilir.
do ..
Ornek: I f 0 320050150 integralini hesaplayiniz.
Coziim: z=e', sind = eie_e,_ig =sz,_1 , €050 = e =2 +1 ,do = dz doniisiimii ile integral I = 2§ c dz olur. Kutup
2i 2iz 2 iz 2(1-24) +(61) z—(1+2i)
noktalar1 z; = 1_%1 ,Z9 = ﬁ dir. Burada z,, C kapali ¢evresi disinda, z, ise i¢indedir. Z,’ye gore hesaplama yapilir. A(_ll) =
lim (Z + #) —2 =9 belirsizligi var. L'Hospital’dan a2 =1 , buradan da sonug; I=2mi(1/2i)== olur.
2y --i/(1-2)) 1-2i/ 2(1-2i) +6iz—(1+2i) O g P -1 2 ¢ ( )

I = f % F(x). {;’;:Zx}dx tipindeki integraller:

I=[%F(x) ™ dx m>0 tipindeki integraller — [2F®) My = 2ni2k A(_kl) esitligi veya [ %% F(x) .cosmx.dx =

Re [27‘(1' 3, A®

ve f ®o F(x) sinmx.dx = Re [2711' Zk A(_kl)

yardimryla hesaplanabilir.

Ornek: I, = ?wM integralini hesaplayiniz.
! f (2+1)(x2+4) g Py

Cozim: I, = f oo —_SXdX - o1mak iizere — I = I +il, § C1+Cy 2, e“dz olur. Jordon kosulu kullanilarak tek integral elde

T P4 1)(z%+4)
-1 -2
edilir. F(z)’nin kutup noktalart + i ve = 2i dir. Bu noktalara karsilik gelen rezidiiler; A(_ll) = % ve A(_zl) = % olur. Bu durumda I =
Tt

-2
I +1;, =2mi|% _E =3 [e‘l - %] olur (Burada sanal kisim I, sifirdir).

Ornek: f ‘X’sm; x integralini hesaplayiniz.



Coziim: z=0’da gergel eksen iizerinde basit bir kutbu olan f(z)=¢"%/z fonksiyonunu goz &niine alarak hesaplayabiliriz. Rezidii
teoremine gore I 9§C % =miA_; dir. A_; =limz.% 7 =1 =L+HL -1 = f"" Cosxdx + lf"" Smdx =ni+0— f"" Smxd

z—0
n
2
dx . ..

Ornek: [, —=—— int lini h 1 .

rnek: [ Ty Megralini hesaplaymiz
Cozum.I_f_ (x +1)( -1) —ZRZEk 1 +7lek:1 A—l _)A— _Zlir_{ll(z )(z—i)(z+i)(z—1) 2(1 1)’ A
lim(z-1)—+—=1 1:2[ ]+ 1) _-n

zzlin»l(z STER ™ i) T (3)=3

4) f o f(x) .dx tipindeki integraller:

Bu tip integralleri alirken genelde izlenen kapali ¢cevre sag taraftaki kapali ¢evredir. Bunlar f o f)dx = (12 nl; E A

hesaplanabilir. Burada a— f(iy)=af(x) de taniml1 bir sabittir.

Ornek: I’ = 0 dx 1ntegralini hesaplayiniz.

Cozim: f(z)=1/(1+2°) kutup noktalary; z>+1=(z+1)(z*z+1)=0 — z;=-1, z, = % + gi , 23 = % —?i — z,=e", z;=e"3, 7;=e™" olur.
f(z) fonksiyonunda pozitif reel eksen ve z=R.e" , 0<0<2n/3 ¢eyrek daire kontiirii {izerinden integral alinir. Kontiiriin i¢inde kalan
1712/3
tek kutup noktas1 z=e™” tiir. Rezidii teoreminden I+0+I’=27iRez(f,z,). Burada I’ = hm f 0 " dr =— ¢i2/3 f R 1dr .IT—>X Ve
1413 +r3
R— igin I'=-e 2", z, basit kutup i¢in rezidii Rez(f,z,)=p(z:)/q(z,)=1/(1+2*) — Rez(f,2,)=1/32,> — Rez ( f, 63) = m
| =€
olur. Buradan [+0-+(-e?"*)[=2ri[-1/3¢*"3] — [ = ] \/3 sonucu elde edilir.

Cok Degerli Kompleks Fonksiyonlar:

Kompleks diizlemde w=f(z) fonksiyonu her z degeri i¢in birden fazla degere karsilik geliyorsa buna gok degerli fonksiyon denir.
Ornegin w=logz ve w=z'"" fonksiyonlar1. Cok degerli fonksiyonlar tek degerli fonksiyonlar haline getirilerek (yaklastirilarak), tek
degerli fonksiyonlara ait 6zelliklerle incelenebilirler. Bu olanagi saglayan yiizeylere (bu yiizeyler dal sayilar1 kadardir) Riemann
yiizeyleri denir.

Ornek: w=f(z)=Arccosz fonksiyonunun co katl1 bir gok degerli fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Coziim: w=Arccosz — z=cosw=(e™+e™)/2 — e*™-2ze™+1=0 — ¢oziimii e"=z+(z>-1)"? seklindedir. w=(1/i).In[z+(z2-1)"?] —
w=Inz tipinde ¢ok degerli fonksiyon elde edilir. 0<0,<2m aralhiginda — z=r.e"%=r.el% "2 (k=0, +1, +2,...) Bu durumda w=Inz, z+0
i¢in sonsuz degerli fonksiyon olur.

Bazi ¢ok degerli fonksiyonlarin integralleri:

G(x) cok degerli bir fonksiyon, f(x) ise gercel eksen lizerinde ancak basit kutbu bulunabilen bir fonksiyon ise; f % f (1) g(x) dx
ya da f f(x) g(x).dx tipindeki integraller rezidii teoremi yardimiyla hesaplanabilir.

Ornek: I; = f o lnx dx integralini hesaplayiniz.

Coziim: f(z)=Inz/(x*+4) fonksiyonunun dallanma ve kutup noktalari; 0 ve +2i dir. f(z)=In[g(z)] olmak iizere g(z¢)=0 yapan

noktalar dallanma noktalaridir. Rezidii igeride 2i igin; A; = gi_r)r;i(z -29) (z—Zzl)nﬁ 1“4(121) 2i=2.e2 — In(2i)=In(2.e™2)=
In2+(%) 2+(%)
In2+(in/2) , A_; = ! 2 [ =2mi ! 2 ] 2nin2+in® olur. Reel kisim — [ = f‘x’ x_ gy =™12 olur.
4i J 4 244 4

Ornek: f dex integralini hesaplayiniz.
1+x



Cozim: F(z)=f(z).g(z) goz oniine alalim. Bunun kutup ve dallanma noktalari sirastyla; + i ve —i dir. Kapal ¢evre i¢inde kalan 1

. o In (z+i In (z—i L . N () M2+
kutbu i¢in rezidii; [ = § L Z(ZH)dz + 56 nz(z Dt (sagdaki terim dista olup sifirdir) » A_; = lzlil} (z-19) ﬁ = TZ —I=
2+
27 5| = =mnln2 + ( ) — reel kisim [=nIn2 olur.
Ornek: f 00 \/_dx \T— oldugunu gésteriniz.
Coziim: [ j; \/—dz = 2771A( —F(2) ==~ ,pay kisminin tanimsiz oldugu nokta (dallanma) 0 dir, kutup noktalar + i dir. Kutup
noktalarinin 1k1s1 de kapali ¢evrenin 191nde kahr A( ) = Zlir_n)l (z-1) (Z_ZSI(EZH) # ;e"”/‘l burada (i)"*=(e*?)'? dir, A(_zl) =
; d 1 ; . o
lif_I}l (z+1) G +:)/(_Z B 23/; = —%em/ *. Buradan ffj )2mi [16 inf %em/‘l] =27sin (%) ve C=C+Cy+C3+C, egrisi boyunca
C3=C4=0 olup, I=(1/2)(2msinn/4) olur. Buradan sonug f o Vxdy _ m  bulunur.
x2+1 \E
Ahstirmalar:

Df(x) = {(1) Ii: i Z fonksiyonunun Fourier doniisiimiinii bulunuz. (Cevap: (2sinka)/k )

2)f(x) =e -2 fonksiyonunun Fourier doéniisiimiinii bulunuz. (Cevap: Ee k%4 )

3)f(x)=e-a|"| (a>0), fonksiyonunun Fourier déniisiimiinii bulunuz. (Cevap: 2a/(a’+k?) )

4) f(x)=e-* Ix| (a>0), £°(x) fonksiyon tiirevinin Fourier doniisiimiinii bulunuz. (Cevap: 2ak/(a*+k?) )

5)y(t)=A.sin(wt) fonksiyonunun Fourier doniisiimiinii hesaplaymiz. (Cevap: -iAn[5(W-w)-0(W+wy)] )

6)f(x)=x*+2x+3 fonksiyonunun Laplace déniisiimiinii bulunuz. (Cevap: 2/s3+2/s*+3/s )

Di(x)=e*+3Inx fonksiyonunu laplace doniisiimiinii bulunuz. (Cevap: é - 3M )

S



8)f(x)=4sin3x+5cos2x fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii bulunuz. (Cevap: 12/(s>+9)+5s/(s*+4) )

9)f(x)=x.sin3x+e*.cos3x fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii hesaplaymiz. (Cevap: 6s/(s*+9)*+(s-2)/[(s-2)*+9] )

10)f(x)=sinh?(3x) fonksiyonun Laplace déniisiimiinii hesaplayiniz. (Cevap: 18/s(s>-36) )

11)f(x)=xe>* fonksiyonunun Laplace déniisiimiinii hesaplaymiz. (Cevap: 6/(s+2)*)

12)f(x)=x".e**.sinbx fonksiyonunu Laplace doniisiimiinii bulunuz. (Cevap: (— 1)”dnn[ b ] )
dx" | (s+a)2+b2

13) 5

x (9 :%t+i+%e*2t )

+ 2x(£) =t + 1 diferansiyel denklemini x(0)=4 baslangi¢ kosulunda Laplace déniisiimiinii kullanarak ¢dziiniiz. (Cevap:

d2x(t)
dr?

x(t)=A.coswt+At.sinwt )

14) + w?x (£) = Asinwt denklemini x(0)=A ve x’(0)=0 baslangi¢ kosullarinda laplace doniistimiiyle ¢oziiniiz. (Cevap:



2
15)F(s) = % fonksiyonunun ters Laplace déniisiimiinii bulunuz. (Cevap: f () = % (et - e‘5t)
5+2)%—

16)f (2) = Z+; fonksiyonunun z=2 noktasindaki Rezidiisiinii hesaplaymniz. (Cevap: 3/2)

Zz— Z
2
17) f(2) = e—: fonksiyonunu z=0 da Rezidiisiinii bulunuz. (Cevap: 4/3 )
z

2
18) f(2) = #2224) fonksiyonuun kutup noktalarini bularak toplam rezidiisiinii hesaplaymiz. (Cevap: (7-41)/5 )
z+1)(z7+

19) f(2) = % fonksiyonunu z=0 da Rezidiisiinii hesaplayiniz. (Cevap: 1)
z

(z4+1)dz

20) | z | =3/2 ¢emberi iizerinde I = § C erDz2)

integralini hesaplayiniz. (Cevap: -37i )

21)C egrisi | z | =5 ¢emberi ise f c ﬁdz integralini hesaplayiniz. (Cevap: 8mi )

22)f én ;(ic(isge)d@ integralini hesaplaymiz. (Cevap: 11/6 )



23) f 0 ﬁdx integralini hesaplayiniz. (Cevap: n/4 )

BOLUM-5

DIFERANSIYEL DENKLEMLER:

X bagimsiz degiskeni, bilinmeyen y=f(x) fonksiyonu ve bu fonksiyonun y’, y**,...y™ tiirevleri arasindaki bir bagintiya
diferansiyel denklem denir. Béyle bir denklem sembolik olarak F(x,y,y’,y”’,...y™)=0 veya F(x,y,dy/dx,d*y/dx?,...d"/dx")=0
seklinde gosterilir. Tek bagimsiz degiskenli denkleme adi diferansiyel denklem, ¢ok bagimsiz degiskenli denkleme kismi

diferansiyel (kismi tiirevli) denklem denir. Ornegin; (dy/dx)-y=cosx (adi diferansiyel),jx—zazy +P(xy) % = Q(x,y) (kismi tiirevli
diferansiyel). Denklemde en yiiksek tiirev derecesi diferansiyel denklemin mertebesidir.

1)BIRINCi MERTEBEDEN DIiFERANSIYEL DENKLEMLER:

1)Degiskenlerine ayrilabilen tipte diferansiyel denklemler:

M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 seklindeki bir diferansiyel denklem f(x)dx+g(y)dy=0 sekline doniistiiriilebiliyorsa, buna degiskenlere
ayrilabilen tipte diferansiyel denklem denir. Bu durumda f f)dx + f gy dy =c¢ -Fx)*+G(y)=c seklinde ¢oziim elde edilir.

Ornek: (x+1)y.dx+(y-1)x.dy=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: Tim terimler x.y’ye boliindiigiinde; %dx + %dy = 0 elde edilir. Buradan f (1 + %) dx + f (1 - ;) dy=c—ox+Inx+y-
Iny = c olur.
2)Homojen tip diferansiyel denklemler:

Her x i¢in f(wx,wy)=w"f(x,y) ise f(x,y) fonksiyonu x ve y degiskenlerine gére n.dereceden homojen bir fonksiyondur. Sifirci
dereceden homojen de f(x,y)=f(1,y/x) olur.

M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 denkleminde M(x,y), N(x,y) fonksiyonlar1 ayn1 dereceden homojen fonksiyonlar ise denklem homojen
tipte diferansiyel denklemdir.

Ornek: (x*+y?)dx-2xydy=0 diferansiyel denklemini ¢dziiniiz.

Coziim: (x*+y?) ve -2xy’nin dereceleri esittir (2). Bu durumda denklem homojendir ve y/x=u doniisiimii yapariz. y=ux
—dy=u.dx+x.du — (x*+ux?)dx-2x(ux)(udx+xdu)=0 —>21fxdx + ﬁdu =0— f idx + f

u _ 1 1 2 _
uzildu —c—>§lnx +§1n(u —1) =c —
2
%lnx +%ln((%) —1) =c¢ — y=(x*+kx)"?

3) (a;x+byy+e;)dx+(ax+b,y+c;)dy=0 diferansiyel denklemi:

Burada c,=c,=0 ise denklem homojen tip olur. ¢, ve ¢c,£0 ise; x=x,+h, y=y,+k secilir. Bunlar denklemde yerine konup,
a,/a;=by/b;=m ve a;x+b;y=u doniistiirmesi yapilirsa [(b;-a;m)u+b,c;-a;ci]dx+(mu+c,)du=0 elde edilir. Bu denklem degiskenlerine
ayrilabilirdir.

> Ay 2x+y-1 . . PR,
Ornek: dx = Tor2ys diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.
. 0y by e e dy  2x+y-1 < e . dy
Lt == =x,+ =v,+ - = +v= = =
Coziim: by 2 — x=x;+h, y=y,;+k doniisiimi yapilamaz. dx = 2@rrn)es oldugundan 2x+y=u doniistiirmesi yapilirsa 2 + i
du dy _d u-1 2u+5

U 5 Ldu 5
s 2 oldugundan denklem; o~ 2

7 _
gln(lox +5y+9) =x+c bulunur.

=55 s =dx—>§u +%ln(5u+9) =x+c —>§(2x+y) +



4)Birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemler:

Z—Z+ P(x)y = Q(x) seklindeki denkleme birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem denir. Denklemdeki P(x) ve Q(x)

fonksiyonlar1 x’in siireli fonksiyonlaridir. Denklemde Q(x)=0 ise denkleme ikinci tarafsiz lineer denklem denir. Bu denklemin
¢ozliimii y=u(x).v(x) seklinde iki fonksiyonun ¢arpimiyla aranir. Denklemin genel ¢dziimi;

Y= o/ PO [ f Q) o PO gy c] seklindedir.
Ornek: %+ cosx.y =sin2x diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: P(x)=cosx, Q(x)=2sinx.cosx dir. y = o) cosvax [ i 2sinx.cosx.ed X gy 4| - y = Sin¥ [ [ 2uedu + c] —y=

esinx [2eSi”x (sinx—1) + c] — y = 2sinx — 2 + Ce™5in%
5)Bernoulli diferansiyel denklemi:

Z—Z+ P(x)y =Q(x)y" seklindeki denkleme Bernoulli diferansiyel denklemi denir. Burada n#0 vel dir. Bu denklem u=y'™"

doniigtimii yapilarak ¢oziiliir. Bu durumda denklem birinci mertebeden lineer diferansiyel denkleme doniigiir; d—z +(1-nPx)u=

(1-mQX

Ornek: %+ %y Inx y2 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
Coziim: u=y'2=y! doniisiimii yapilirsa Z—Z =— y‘zz— ve bunlar dlferan51ye1 denklemde yerlerine konursa; Z—” —% =— 1”7" elde edilir.

1
J 5 fﬂef © dxte| —u=nx.
X

Bu lineer diferansiyel denklemin ¢oziimii; u =e f i;"dx +cl-ou=x [; (nx+1) + c] — ; =

X
Inx + cx + 1 olur.

6)Tam diferansiyel tipi denklemler:

M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 denklemindeki M(x,y), N(x,y) fonk51yonlar1 M == baglntlslm sagliyorlarsa bu denkleme tam

diferansiyel tipi denklem denir. Genel ¢dziimii f aM(xy)dx + f » N (a,y) dy = ¢ seklindedir.

2 C2x y2—3x2 _ . . ss e
Ornek: =dx + dy = 0 diferansiyel denklemini ¢ziiniiz.

4

Y y
Cozim: M(xy) == ,N(xy) = Ui — %/I =- % , %\C] =- —4 oldugundan tam diferansiyeldir. u (x,y) =
./ Y ]/
Ja M(xy)dx+f N(ay)dyau(xy) f”xd +ij _3[1 2—é—1+ﬁ+l—é=ﬁ—l+k bulunur.
’, b /. /. y yS y y3 b 43 y3 y

7)integrasyon carpani:

M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 denklemindeki M(x,y), N(x,y) fonksiyonlar1 igin %—1\; * %\C] olmasi durumunda diferansiyel denklemin sol

tarafi p(x,y) bir fonksiyonla ¢arpilarak tam diferansiyel tipine doniistiiriiliir. Bu pu(x,y) ¢arpanina integrasyon ¢arpani denir. Bu

3(57;\/1) = 3(55) den, Mﬁlsiy N al;i# %\j M olur. Bu genel haliyle p(x,y)’yi bulmak gii¢ olabilmektedir. Ozel hallere

giderek yalniz y veya yalniz x’e tabi bir integrasyon garpam kabul ederek p’yii belirlemek daha kolaydir. Eger yalniz y’ye bagh

ise % = ]\17[ %] - 9{9—]\; = f(y) ifadesinden integrasyon ¢arpani bulunur ve denklem tam diferansiyel tipe doniistiiriilir.

durumda

f p()dx

Not: Birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem de p =e integral ¢arpanidir ve y =i [ f p.Q(x) .dx + c] olur.

Ornek: (y+xy?)dx-xdy=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Goziim: M(xy)=y+xy’, Nexy)=x — 21 22¥ —

ON _ dlogu _1(JN_oM 9log#
Ix Iy ( ) f =

—_?2 — logu =-

l —_—
()

2logy — U —y— Diferansiyel denklem (x + )dx— (;2> dy=0 — 3F(a;;fy) = uN(xy) — f&p (xy =f;iz‘dy — F(xy) :’yf+

100 = P52 =) = 3 (540 00) =(v4) =+ 2 = x4 S =5 rem B =+ fre my=- 2

ox y Y x2+k
sonucu bulunur.

8)Clairaunt diferansiyel denklemi:



y= x% +w (Z—Z) seklindeki denkleme Clairaunt denklemi denir. Bu denklemi ¢6zmek igin % = p déniistiirmesi yapilir ve

denklem y=xp+w(p) seklini alir. Denklemin tekil ¢ozlimii y=cx+w(c) , genel ¢oziimii ise bunun c¢’ye gore tiirevinden bulunur.
Ornek: y=xy’+y’-y’? denklemini ¢dziiniiz.
Coziim: y’—c den dolay1 denklemin genel ¢dziimii; y=cx+c-c? dir. Tekil ¢6ziim ¢’ye gore tiirev alinarak elde edilir; x+1-2¢=0. Bu

denklemden ¢ = % (x + 1) bulunur. Bu ifade genel ¢6ziimde yerine konursa; y =i(x +1)? elde edilir.

9)Lagrange denklemi:

y=xw (y’ ) +q (y’) seklindeki bir denkleme Lagrange denklemi denir. Bu denklem de y’=p doniistiirmesi ile ¢oziilebilir. %—

) )

— 0(x,y,¢)=0 ¢eklinde genel ¢dziime sahiptir.
p=(p)  p-ap)

Ornek: y+xy’=y’3 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

x_%
. w2 olur. Bu denklem

Coziim: y’=p doniisiimii yapilirsa; y+px=p> olur. x’e gore tiirev alinip p’ ¢ekilirse; p’ =

- L4 Ly
lineer denklemdir ve ¢oziimii x = ¢ / 5 fef 2 p%p.dp +c| mx=p 12 [f%p?’/zdp + c] — X :%pz +cp™ V2 olur. y+px=p® ve

X = % p2 + c.p‘l/2 genel ¢oziimiin parametrik denklemleridir. Py=w(p)=-y’ esitligini saglayan p,=0, verilen denklemde y’ yerine
yazildiginda; y=0 olur ve bu bir tekil ¢oziimdiir.

2) DEGISKENLERDEN BiRiNi iCERMEYEN iKiNCi DERECEDEN DiFERANSIiYEL DENKLEMLER:
d2y . . .
I)F = f(x) diferansiyel denklemi:
X
Bu denklemi ¢ézmek i¢in ard arda iki kez integral alinir.

2
Ornek: d—z —2x + 1 = 0 denklemini ¢6ziiniiz.

dx
302
Coziim: fd(%) =[(2x-1)dx —»Z—Z=x2—x+cl — [dy=[(x?-x+cy)dx —y=5-TH0x+0.
— = f(y) diferansiyel denklemi:

Bu denklemi ¢dzmek i¢in denklemin her iki tarafi 2 dx ile carpilir. Buradan ( ) f 2f(dy+c=F(y) +c » —— Y _ dx

F(y)+c
— y=w(x,c,k) seklinde ¢6ziim bulunur.
Ornek + w?y =0 harmonik salinimin diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
y dy 52 dy (dj)z__ 2.2, 2 dy 1 _ _
Cozumz yZdt dt(dt) 2wty — () =-wYT s - — =dt — arcsm( ) t+y »y=
c-wy

c -
—sin (wt +y)
d%y dy, .. . .
3)— = f(x,—x) diferansiyel denklemi:
dy/dx=p — d*y/dx*=dp/dx ile denklem dp/dx=f(x,p) denklemine doniistiiriilerek ¢dziim yapulir.
2
Ornek: (x + 1) % =(x+2) Z—Z diferansiyel denkleminin x=0 igin % = 3 ve y=1 olmasi kosulunda ¢6ziimiinii bulunuz.
X
dp

Cozim: % = p doniisiimii yapilirsa Y= %dx = (1 + x%) dx —p=c(x+1)e¢* bulunur. Buradan y = Cf (x+De*dx—y=

cxe* + k , siir kosullart kullanildiginda x=0 i¢in 3=c(0+1)e” — ¢=3 ve 1=3.x.e"+k — k=1, budan da aranan ¢6ziim y = 3xe* + 1
seklinde bulunur.

3) iKiNCi MERTEBEDEN LiNEER VE SABIT KATSAYILI DIFERANSIYEL DENKLEMLER:



ay®) y™ +a; () y" D + . +a,(0)y = f(x) seklindeki denkleme n.mertebeden lineer diferansiyel denklem denir. Agy™ +
A y("’l) + .. + A,y = f (x) seklindeki denkleme de n.mertebeden sabit katsayili lineer diferansiyel denklem denir. Buradaki
f(x)’e denklemin ikinci tarafi denir.

dzy dy _ P
1)A? +B—_+ Cy =0 denkleminin ¢dziimii:

2

2
Denklemde ao re, ix — 1, y — 1 getirilir. Bu durumda A.1r?4+B.r+C=0 den kokler 112 bulunur.

dx?
1)B2-4AC>0 ise ¢oziim y = K;e'1* + K,e'2" seklindedir.
2)B>4AC=0 ise ¢oziim y = '™ (K;x + K,) seklindedir.
3)B%-4AC<0 ise kikler 1, ;=a%bi olup ¢oziim y = e™ (K;cosbx + Kysinbx) seklindedir.
Ornek: y*’-2y’-3y=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
Coziim: 12-2r-3=0 — 1r,=-1 ve 1,=3 olur. 6ziim y = K;e™ + K,e>* olur.
Ornek: y*’-4y’+4y=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
Coziim: *-4r+4=0 — 1,=1,=2 olur. Céziim y = e (K;x + K,) olur.
Ornek: y’’+2y’+5y=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
Coziim: r*+2r+5=0 — r;=-1+2i ve r;=-1-2i olur. Cozim y = ™™ (chOSZx + Kzsin2x) olur.
2) Aﬁz + BZ—y + Cy = f(x) denkleminin ¢oziimii:
dx X
Bu diferansiyel denklem hem birinci hem de ikinci taraflidir. Birinci tarafin ¢dziimii y;, ikinci tarafin ¢ozliimii y, olmak tizere (6zel

¢dzlim), genel ¢ozliim y=y;+y, seklindedir. y, 6zel ¢dzliim f(x) fonksiyonunun karakterine gére aranir.

1f(x) bir polinom fonksiyon ise (...px*+qx+m gibi), bu durumda y,=...ax*+bx+c kabul edilip diferansiyel denklemde yerine
konur ve a, b,c katsayilar1 bulunur.

Ornek: y*’-2y’+y=3x?+x-4 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: Sol taraf r*-2r+1=0 — ri=r=1 - y; =e* (le + Kz) olur. Sag taraf y,=ax*+bx-+c alinp tiirevleri sol tarafta yerine
konuldugunda (2a)-2(2ax+b)+(ax>+bx+c)=3x>+x-4 — ax’+(-4a+b)x+(2a-2b+c)=3x*+x-4 — a=3, b=13, c=16 — y,=3x>+13x+16
— y=e*(Kx+K,)+3x3+13x+16 seklinde gelen ¢dziim bulunur.

2)f(x)=A.e"* ise y,=B.e™ seklinde ¢6ziim denenir (k#r; , olmalidir). Eger 1=k, 1,7k ise bu durumda y,=Mx.e** seklinde olur. Eger
r1=1,=k ise y,=Mx%e* seklinde olur.

Ornek: y*’+4y’+8y=e?* diferansiyel denklemini ¢dziiniiz.

Coziim: Sol taraf i¢in r24+2r+8=0 — r;=-2+2i, r,=-2-2i — y;=e¢">(K c0s2x+K,sin2x) olur. Sag taraf igin y,=K.e>* seklinde segilen
fonksiyonu ve tiirevlerini diferansiyel denklemde yerine yazdigimizda e *[4K-8K+8K]=e?* — K=1/4 — y,=(1/4).¢ > olur.

Ornek: y’’-5y’+6y=4¢e** diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: Sol taraf igin ¢oziim r?-5r+6=0 — 1,=2 ve 1,=3 — y;=K 6> +K,e** olur. Sag taraf i¢in 1r,=p=2, r;#p — y,=M.x.e**
seklinde olmalidir. Bu fonksiyonun tiirevleri ve kendisi diferansiyel denklemde yerine konuldugunda; e** (4M + 4Mx) —
5¢%* (M + 2Mx) + 6Mxe*™ = 4e” — M=-4 — y,=-4xe>* olur. Genel ¢6ziim y=Ke*+K,e**-4xe?* seklinde bulunur.

3)f(x)=Msinpx+Ncospx seklinde ise y, 6zel ¢dzlimii igin y,=Dsinpx+Ecospx seklinde olur. Ancak
Ay”’+By’+Cy=Msinpx+Ncospx de B=0 ve C=Ap? ise 0 zaman 6zel ¢6ziim y,=x(Dsinpx+Ecospx) seklinde olur.

Ornek: y*’+y’-2y=4sin2x diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: Ikinci tarafsiz denklemin ¢oziimii r’+1r-2=0 — 1,=-2 ve =1 — y1=K e Z+K,e* dir. Ikinci tarafli denklemin ¢oziimii
B=1£0, C=Ap*=-2#1.2> — y,=Dsin2x+Ecos2x seklinde olmali. Bu denklem ve tiirevleri diferansiyel denklemde yerlerine
kondugunda (y’=2Dcos2x-2Esin2x, y’’=-4Dsin2x-4Ecos2x) — -4Dsin2x-4Ecos2x+2Dcos2x-2Esin2x-2Dsin2x-2Ecos2x= 4sin2x
— (-6D-2E)sin2x+(-6E+2D)cos2x=4sin2x — D=-3/5, E=-1/5 - y, = ?sian - %cos2x seklinde 6zel ¢6ziimii bulunur.

Ornek: y’’+4y=3sin2x diferansiyel denklemini ¢dziiniiz.



Coziim: ikinci tarafsiz denklemin ¢oziimil r; ,=+21 — y;=K;sin2x+K,cos2x dir. Ikinci tarafli denklemin 6zel ¢oziimii; B=0, C=Ap’
— B=0, 4=1.22 oldugundan y,=x(Dsin2x+Ecos2x) seklindedir. Buradan y,’=(Dsin2x+Ecos2x)+x(2Dcos2x-2Esin2x),
y’’=2Dcos2x-2Esin2x-+(2Dcos2x-2Esin2x)+x(-4Dsin2x-4Ecos2x) ifadeleri diferansiyel denklemde yerine konulup D ve E
katsay1lar1 bulunur: D=0 ve E=-3/4. Ozel ¢bziim y,=(-3/4)xCos2x olur.

4)f(x)=e™R(x) seklinde ise dzel ¢dziim igin y,=Z.e*™ seklinde fonksiyon alinip, Z degisken kabul edilerek, denklemde yerine
konulup Z belirlenir.

Ornek: y*’+4y’+4y=x’e** diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim:r+4r+4=0 — r;=r,=-2 — y;=(K;+xK,)e"** olur. y,=Z.e** doniistiirmesi yapilirsa Z>’+10Z°+25Z=x> elde edilir. Bu
denklemi saglayan Z=ax>+bx+c seklinde olmalidir. Z’=2ax+b, Z>’=2a — 25ax*+(20a+25b)x+(2a+10b+25¢)=x> — a=1/25, b=-

e3x

4/125, c=6/625 — Z=(1/625)(25x%-20x+6) — 1, = @(2538 ~20x +6) olur.

Ornek: y’’-4y=e?* sin2x diferansiyel denklemini ¢dziiniiz.

Coziim: 1>-4=0 — 1,=2, 1,=-2 — y; =K e*+K,.e’*. Ikinci tarafli denklemin ¢dziimii y,=e**.Z =e*(Asin2x+Bcos2x) tipinde
olmalidir. Bu denklem ve ikinci tiirevi diferansiyel denklemde yerine konularak A ve B sabitleri bulunursa; A=-1/20, B=-1/10

X

2:
bulunur. Bu durumda genel ¢oziim y = K;e* + Kye ™" — %(sinbc +2c0s2x)  seklinde olur.

5)f(x) birkag¢ fonksiyonun toplami seklinde ise, 6zel ¢oziim f(x)’i olusturan fonksiyonlarin her birine karsilik gelen 6zel
¢Oziimlerin toplamina esittir.

Ornek: y*’+y’-2y=x+sinx diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: Ikinci tarafsiz denklemin ¢dziimii r’+r-2=0 — r,=1, r,=-2 — y1=K e*+K,e>* seklinde olur. Ikinci tarafli denklemin 6zel
¢oziimleri y,=Ax*+Bx+C, y»=Dsinx+Ecosx seklindedir. y;; ve tiirevleri diferansiyel denklemde yerlerine konursa (sagda sadece
x alarak); A=0, B=-1/2, C=-1/4 — y,;=(-1/2)x-(1/4) bulunur. Y, ve tiirevleri diferansiyel denklemde yerlerine konursa (sagda
sadece sinx alarak); D=-3/10, E=-1/10 — y»,=(-1/10)(3sinx+cosx) bulunur. Bu durumda genel ¢6ziim; y=y,+y,,+y,; olarak
yazilir.

3)Sabitin Degisim Kurah (Lagrange kural):

Ikinci tarafsiz denklemin genel ¢oziimii biliniyorsa, ikinci tarafli denklemin ¢dziimii integral islemleriyle elde edilebilir.
Ay’’+By’+Cy=f(x) denkleminin ikinci tarafsizinin genel ¢dzlimii y=k,y;+k,y,, bunun tiirevinden (hem k hem y degisken kabul
edilir), k;’y;+k,’y,=0 biitiinler sart1 secilerek, Ak,’y,"+Bk,’y,’=f(x) elde edilir. Bu denklem sisteminden k;’ ve k,” ¢oziilerek
integralleri alinir ve y=k;y;+k,y; ikinci tarafli denklemin genel ¢6ziimii bulunur.

Ornek: y’’+y=tanx diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: ikinci tarafsiz denklemin ¢oziimii r>+1=0 — r=+i — y=k;sinx+k,cosx seklindedir. Ikinci tarafl1 denklemi ¢6zmek icin
bunun tiirevlerini alip diferansiyel denklemde yerine koyarak k;” ve k,” nii buluruz. Bulunan k’ lerin integrallerinden ¢6ziim
bulunur. y’=k;cosx-k,sinx+k;’sinx+k,’cosx —k1’sinx+k,’cosx=0 segilirse y’=k;cosx-k,sinx olur. y’’=-k;sinx-k,cosx+k;’cosx-
k,’sinx , bunlar denklemde yerlerine kondugunda k,’cosx-k,’sinx=tanx elde edilir. K’leri igeren iki denklemin ortak ¢oziimiinden
k;’=sinx, k,’=-sin’x/cosx=cosx-secx; buradan integral alinarak k;=-cosx+C;, ky=sinx-log(secx+tanx)+C, bulunur. Bu durumda
genel ¢oziim y=C;sinx+C,cosx-cos.log(secx+tanx) olur.

4) n.MERTEBEDEN LiNEER VE SABIT KATSAYILI DIFERANSIiYEL DENKLEMLER:
1)n.mertebeden lineer ve sabit katsayil ikinci tarafsiz diferansiyel denklemler:

Agy™+A yOD+Ay0D+ | +A L y(D+A y=0 diferansiyel denkleminin karakteristik denklemi Aor™+A ™!+, . +A, 1+A,=0
seklindedir. Karakteristik denklemin kokleri ¢oziimii belirler.

Ornek: y*”’-y”’-4y’+4y=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: B-r’-4r+4=0 — r;=1, 1,=-2, ;=2 — y=K,e*+Kye >*+K;e?* olur.

Ornek: y#+6y+5y?-24y(-36=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: r*+6r3+5r2-24r-36=0 — (r+3)*(r>-4)=0 — 1,=1,=-3, 1372, 1,=-2 — y=(K;+Ksx)e>*+K;3e>*+K &> olur.
Ornek: y®-4yd+14y®-20yV+25y=0 diferansiyel denklemini ¢dziiniiz.

Coziim: r*-4r3+141r2-20y+25=0 — (r2-2r+5)*=0 — 11,=1+2i, 13 ,=1-21 — y=¢* [(K;+Kx)sin2x+(K3+K4x)cos2x] olur.

2)n.mertebeden lineer ve sabit katsayih ikinci tarafli diferansiyel denklemler:



a)f(x)=BoxP+BxP!+.. B, ise y2=CoxP+C xP1+.. .+C,, ancak r™ karakteristik denklemin ¢arpani, yani r=0 karakteristik denklemin
m katl1 bir kokii ise y,=x™(CoxP+CxP1+.. +C,) olur.

b)f(x)=D.e™ ise y,=Ke™, ancak(r-a)™ karakteristik denklemin bir ¢carpani, yani r=a karakteristik denklemin m katl1 bir kokii ise,
y=Kx™e** olur.

o)f(x)=Msinpx+Ncospx seklinde ise (bunlarm sadece biri de olabilir), y,=Asinpx+Bcospx, ancak(r>+p*)™ karakteristik denklemin
bir ¢arpani ise y,=x™(Asinpx+Bcospx) olur.

d)f(x)=e™p(x) ise, y=2.e™ doniistiirmesi yapilir, sonra Z bilinmeyen kabul edilir ve Z’ye bagli denklem ¢oziiliir.

e)f(x) birkag fonksiyonun toplami seklinde ise; her fonksiyon ayri ayri alinarak 6zel ¢6ziim bulunur, sonra bulunanlar toplanir.
Ornek: y®+2yP+y=x>+x diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: r*+2r’+1=0 — (r>+1)?>=0 — r=+i (iki katl1) — y,=(c,x+c,)(sinx+(cs3x+c4)cosx olur.

y,=ax>+bx+c diferansiyel denklemde yerine konulup a, b, ¢ katsayilar1 bulunur. a=1, b=1, c=-4 — y,=x?*+x-4 olur.

Ornek: y’*’-2y”’-5y’+6y=e> diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: r3-2r2-5r+6=0 —(r-1)(r-3)(r+2)=0 — 1,=1, 1,=3, 1;=-2 — y,;=c e*+c,e¥*+c;e>* olur.

e®=¢** de r,=3=a karakteristik denklemin bir kokii oldugundan &zel ¢dziim y,=Kxe** seklindedir. Bu ifade (y,) ve tiirevleri
diferansiyel denklemde yerine konularak K=1/10 bulunur. Buradan y,=(1/10)xe** bulunur. Genel ¢6ziim y=y,+y, dir.

Ornek: y®+4y®=4cos4x diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
Coziim: r*+4r’=0 — r’(r+4)=0 — ;=0 (ii¢ kath), r,=-4 — y,;=(c;+cx+c3x%)e®+e* olur.

Y,=Asin4x+Bcos4x fonksiyonunun tiirevleri diferansiyel denklemde yerlerine konup A ve B bulunur. A=-1/128, B=1/128 —
y>=(1/128)(cos4x-sin4x) bulunur. Genel ¢dziim y=y,+y, dir.

n.mertebeden lineer diferansiyel denklemlerde sabitin degisimi kural (Lagrange kurali):

Agy™+A y® D+ +A, yD+A,y=f(x) diferansiyel denkleminin ikini tarafsiz kisminin ¢dziimii y=cy+coy,+. .. +c,y, seklinde
olsun. Y ve y’nin tiirevleri c’ler ve y, ler degisken kabul edilerek alinir ve diferansiyel denklemde yerlerine konulur. Denklemi
saglama sartlar1 uygulanir ve integral islemleri yardimiyla c’ler hesaplanir.

Ornek: y®+y(D=cosecx diferansiyel denklemini ¢dziiniiz.

Coziim: r’+1=0 — r,=0, r,=i, r;=-1 — y=c¢,+c,sinx+cscosx dir. y’nin tiirevleri alinip (c ler de degisken kabul edilir), ¢’nin tiirevi
olan terimler sifira, diferansiyel denklemde yerine konulan kisimda cosecx’e esit olmalidir. Bu durumda c,’+c;’sinx+c3’cosx=0,
¢y’ cosx-c3’sinx=0, -¢,’sinx-c;’cosx=cosecx denklem sistemi elde edilir. Buradan c;’=cosecx, ¢,’=-1, ¢3’=-cotx; bunlarin
integrallerinden c,=log(cosecx-cotgx)+K,, c,=-x+K,, c;=-logsinx+Kj elde edilir. Bu durumda ¢6ziim;
y=K,+K,sinx+K;cosx+log(cosecx-cotgx)-cosx.logsinx-xsinx olur.

5) DEGISKEN KATSAYILI DIFERANSIiYEL DENKLEMLER:

Euler (veya Cauchy) diferansiyel denklemi:

-1
onnﬁy + Ayt %y + ..+ An_lx;—xy + A,y = f(x) seklindeki lineer denkleme Euler denklemi denir. Bu denkleme x=e'

doniistiirmesi yapilirsa denklem sabit katsayili lineer denkleme doniisiir. D,=d/dx, Di=d/dt tiiretme operatorleri olup, xDsy=Dyy,
x?’D,2y=(DZ-D)y=D(D:-1)y,.... den x*D,*y=D(D-1)(D;-2)...(Di-k+1)y formiilii elde edilir. Bu formiille bulunan terimler
diferansiyel denklemde yerlerine kondugunda denklem sabit katsayili denkleme ve f(e') ye donilismiis olur.

" d? d . . o
Ornek: xzﬁ + 5xdfz +5y = x? diferansiyel denklemini goziiniiz.
X

Coziim: x=e' doniistiirmesi yapilirsa; [D, (Dt - 1) (Dt - 2) + 5D, (Dt - 1) + 5D,y = e? olur. Buradan (D+2D2+2D,)y=e* —
r(142r+2)=0 —r1,=0, r;=+21i, r;=-2i — y(t)=K,+K,sin2t+K;c0s2t; y,(t)=C.e* — (denklemde yerine kondugunda) C=1/18 —
y2(t)=(1/18)e*. Burada t=Inx ¢6ziimlerde yerlerine kondugunda; y = K; + K, sin(Inx) + K5 cos (Inx) + 11—89(2 bulunur.

6) DIFERANSIYEL DENKLEM SiSTEMLERI:

X bagimsiz degiskeni, x in bilinmeyen y, y», ...,y, fonksiyonlarini ve bu fonksiyonlarin ¢esitli dereceden tiirevlerini igeren; fi(x,

Y1 Y15 Y1 e ees Yo Y e)=05 H(X, Y1, Y175 Y1775 w00y Yo Y 5o )70, oo, Ta(X, Y1, Y17, Y1775+ - +os Y Yn'5-.)=0 seklindeki n denklemden
olusan bir sisteme_adi diferansiyel denklem sistemi denir. Bu sistemde bilinmeyen fonksiyon sayisi kadar denklem vardir. bir



denklemde, denklem sayis1 bilinmeyen fonksiyonlarin sayisina esit ve sistemin her denklemi bilinmeyen fonksiyonlardan birinin
en biiyiik dereceli tlirevine gore ¢6ziilmiisse sisteme, kanonik sistem denir.

Ozellikleri: 1)denklem sayis1 bilinmeyen sayisina esit olmali, 2)Denklemlerden biri bilinmeyen fonksiyonlardan birinin, sistemde
mevcut en yiiksek dereceli tiirevine gére ¢oziilmiis olmali, 3)Birinci taraftaki tiirevler ikinci taraflarda bulunmayacak.

1)Asal integrallerin hesabu:

dy . . dy dy dyn
-1 =filx ( ,yl,...,yn) 5 E = fz( ,yl,...,yn) . E = fn( ,yl,...,yn) normal sisteminden dx =f—11 = 72 =.. :f—n veya daha genel
d d; .. . . ..
olarak X(x,ytjj.,y ;= Y (x,y}ll,l...,y = =Y (x,y‘l':’m,y ) olarak yazilabilir. Boyle sistemleri ¢ozmek igin genelde kural yoktur.

Y,dx=Xdyj,...,Yndy,1=Yn.1dy, denklemlerinden hepsi veya birkag tanesi ¢oziilmesi yolu ile sonuca gidilir. Bu denklemlerin hig¢
biri ¢6ziilemiyorsa x, yi, ¥2, ...,¥n DN Wg , W,... , Ky gibi n+1 fonksiyonu aranir: poX+p Yi+. ..+, Y,=0 ve
podx+pdy+.. . +p,dy,=dF=0 .

d
Omek: ¥ =2 4z _

T 4 5 denklem sisteminin asal integrallerini bulunuz.

Ey)? i (zy)?

Coziim: A W _dz ydy-zdz=0 — y*z*=c; — dr _ _dy-dz_ _ d(=-y) — dx=-(z-y)d(z-y) — x+(1/2)(z-y)*=c; olur.

(z—y)z z y ( _y)Z z=y z=y
2)Normal sistemin ¢oziimii:
d d dy,
lx =f (x,yl,...,yn) , % =f5 (x,yl,...,yn) . E =f, (x,yl, ,yn) normal sisteminde, tiirevler ile bir denklem tiiretilir, oradan
bulunan ¢6ziim diger denklemlerde yerine konularak sonuca gidilir.
Ornek: == =x -2y -z ve é =—4y +z + ¢™* denklem sistemini ¢oziiniiz.
2
Coziim: {1k denklem x’e gbre tiirevi almlrsa e =1- Zdl —% ve dz/dx yerine ikinci denklemdeki karsilig1 yazilirsa, % =1-
X

2
ZZ—Z +4y—z—-e* elde edilir. [k denklemden z’yi ¢ekip burada yerine koyarsak % + Z—Z -6y =—x+1-¢" elde edilir. Bu
X

denklemin ¢oziimii y = c;e7°% + ¢ e®* + %x - % + %e‘x , ¥’nin bu ifadesi birinci denklemde yerine konularak z gekilirse, z =
cre ¥ —dc,e® + %x + é - %e‘x bulunur. y ve z’nin bulunan ifadeleri sistemin genel ¢oziimiidiir.

Ornek: 2y’=z"? ve y=z+xz’ olarak verilen denklem sistemini ¢dziiniiz.

B

Coziim: Ikinci denklemin tiirevini alip birinci denklemde yerine koyarsak; y’=2z"+xz’’ — 2xz’’=z’(z’-4) olur. z’=p dersek

2xp’+4p=p olur. Bu bir Bernoulli denklemidir. Céziim z = iarctan2\/c_1x +cy vey = Larctanz\/c_lx +oy+

3)Sabit katsayili lineer diferansiyel denklem sistemlerinin ¢6ziimii:

olur.

l+4clx2

P1 1(D)Y1+P12(D)yZ+. . .+P1n(d)yn=fl (X), le(D)y1+P22(D)yZ+. . .+P2n(d)yn=f2(x), . Pnl(D)y1+Pn2(D)y2+- . .+Pnn(d)yn=fn(x) denklem
Pypy - P1(D)

sitemi D=d/dx tiiretme operatérlerinin fonksiyonlaridir. Bu sistemlerde yy, y», ..., y, ler; A = : : #0
Pnl(D) Pnn(D)
determinant ile ¢oziilebilirler.

Ornek: 2(D-2)y;+(D-1)y,=¢* ve (D+3)y,+y,=0 denklem sistemini ¢oziiniiz.

 PD-2 (-1 ) 2D-2) (D-1)| _|e&* (D—l)‘ 2D-2) (D-1)
Cozum'A“(Dw) ‘ (D*+1) ‘(D+3) 1 Y170 o+3) 1 |27
2(D-2) ¢ : o

(D+3) 0 (D +1)y1 —-e*ve (D +1)y2—4e — Y = C1C0SX + CoSinx — = Veyz—c3cosx+c4smx+4e olur.

Burada c; ve ¢4, ¢y ve ¢, tiitiinden yazilabilir. Bu durumda y, ve y, ifadeleri denklem sisteminin ikincisinde yerine konulursa; c;=-
(3¢i+cy) ve cq=ci-3¢; olur.

4)Lineer ve sabit katsayih bir normal diferansiyel denklem sisteminin matrisler yardimiyla ¢6ziimii:

dx
— = A0y apXy + e+ ay, %, + f1 (8

dx.
—E = 51 Xq + Xy + e+ g, X, + fo (1)



X
= =0 X ApXo + o+, X, + 0]
Seklindeki sistem, sabit katsayil1 lineer ve homojen olmayan normal bir sistemdir. Bu sistemde f;(t)=f5(t)=...=f,(t)=0 ise sistem,
homojen sistem olur. Homojen olmayan lineer sistemin genel ¢6ziimiinii bulmak i¢in, 6ncelikle homojen sistemin genel ¢oziimii
bulunur. Sonra homojen olmayan sistemin bir 6zel ¢dziimii aranir ve bunlar toplanir.

d
i E j=14%; + fi(t) veya matrisler sekhnde yazilabilir. Sltem — = Ax + f(t) matrisleri iceren diferansiyel denklem, sistem

dx;
homOJen ise —* Z i= =0 Veya — — Ax = 0 seklini alir. Bu sistemin ¢6ziimii Z k=1C kx(k) () seklinde yazilabilir. Homojen

14 ij ]
olmayan sistemin genel cozimii x (£) = (p ) +Zk 1€ kx(k) (#) seklinde olur. Homojen denklem sisteminde x; = a4 et Xy =

aye , ..., x, = a,eM seklinde aranan 6zel ¢oziimler denklemlerde yerine konulup denklemeler sifira esitlenir. Bu durumda elde

ap—k oAy,
edilen denklem sisteminin katsayilar determinant1 A (k) = : : dir. k, bu determinant sifirr yapmiyorsa
an gy T k
sistemin ancak a,= a,=...= 0,,=0 seklinde asikar ¢oziimleri olur; x;(t)=xy(t)=...=x,(t)=0. Sistemin agikar olmayan ¢dziimlerini elde

etmek i¢in k’y1 A(k)= 0 olacak sekilde se¢meliyiz. Bu durumda k denklemin karakteristik kokleri olur.

. dx dx,
Ornek: 7; —2x, ve—= yr —x2 2x; denklem sistemini ¢6ziiniiz.

Coziim: x;=a,e" ve x,=0,eX olsun. Bunlarn tiirevleri almip denklemlerde yerlerine konursa; ka,eX=a,e"-2a,e" ve ko,eX=a,e*--

1-k -2
_o 1_k =k%-2k -3 =0 olur.

Buradan k=3 ve kz—-l olur. k=k;=3 denklemlerde yerlerine konularak o,;=-a,, bulunur. Burada a,=1 ise a,=-1 olur ve buna goére
¢oziimler x,=e*, x,=-¢*' olur. k= kr—l igin o= ocz 1 ve buradan ¢oziimler x,;=e", x,=¢" olur. Buradan genel ¢6ziim x,=c,e>+cse,

M -t klinde ol
X, =c,e 1 +cye 1 seklinde olur.

20,8 — (1-k)a;-20,=0 ve -20,+(1-k)a,=0 elde edilir. Bu sistemin karakteristik denklemi,

x,=-c1e34cyet veya

Ornek: dx -5x+5y+7z -2x+2y+3z —4x + 5y + 4z denklem sistemini ¢dziiniiz.

’dt ’dt

-5 5
-2 2 E’T‘ X seklinde yazilir ve x=Ae, y=BeX, z=Ce* alinirsa; (-5-
-4 5 4
k)A+5B+7C=0, -2A+(2-k)B+3C=0, -4A+5B+(4-k)C=0 denklemleri elde edilir. Karakteristik denklem ve kokleri
-5-k 5 7
-2 2-k 3
-4 5 4-k
B=1 segilirse A=2, B=1, C=1 ve ¢6ziimler; x=2¢", y=¢', z=€' olur. k,=i segilirse A=1+7i, B=1+3i, C=-1+3i ve ¢ozuimler;
x=(1+71)el'=(1+7i)(cost+isint), y=(1+31)(cost+isint), z=(-1+3i)(cost+isint) olur. ks=-i segilirse A=1-7i, B=1-3i, C=-1-3i ve
¢Oziimler; x=(1-71)e*=(1-7i)(cost-isint), y=(1-31i)(cost-isint), z=(-1-3i)(cost-isint) olur. Buna gore sistemin genel ¢6ziimii; X =

Coziim: Bu sistem matrisler yardimiyla % =

k2 +k-1=(k-1) (k*+1) =0 — k=1, k=i, ky=i seklinde elde edilir. K=1 i¢in A=2B bulunur.

2 cost — 7sint 7cost + sint
ci|1] e+ (cz + c3) cost — 3sint | + (cz - 03) i|3cost + sint| olur.
1 — cost — 3sint 3cost — sint

7) KISMi TUREVLI DENKLEMLER:
1)Ozel sekillerdeki kismi tiirevli denklemler:

z(xy)

a
) o2

+a?z (x,y) = 0 denkleminin ¢6ziimii:

r’+a?=0 — r=+ai ve bu denklemin genel ¢oziimii z=@,(y) cosax+@,(y) sinox seklinde x ve y’ye bagh olacaktir. Buradaki ¢(y)’ler
keyfi fonksiyonlardir.

2
b) J Z(xz,y) + P (x,y) azg;’y) = Q(x,y) denkleminin ¢oziimii:
X

% = p doniistiirmesi yapildiginda % + P(x,y) p = Q(x,y) olur. Burada x bagimsiz degisken ve y parametre olarak kabul
edildiginde, denklem birinci dereceden lineer diferansiyel denklem olur. Bu durumda genel ¢6ziim; z =

[ oJ Pix [ i el PR Odx + ay (y)| dx + a, () seklinde olur.



9%z2(x,y) 9z(x,y)
©) oxdy +P(xy) ox

= Q(x,y) denkleminin ¢dziimii:

!%Z( = p doniistiirmesi yapildiginda % + P(x,1) p = Q(x,y) olur. Burada, y bagimsiz degisken ve x parametre olarak kabul

edildiginde, denklem birinci dereceden lineer diferansiyel denklem olur. Bu durumda genel ¢6ziim; z =
i o) Py [f eI POy + a1 (x)| dx + a, (y) seklinde olur.

2
dy 20 Z("Z'”) +P (1) Z 1 Q () 2 (xy) = 0 denkleminin ¢ozimil:

X
x bagimsiz degisken ve y parametre olarak kabul edildiginde denklem, birinci dereceden sabit katsayili ikinci tarafsiz diferansiyel
denklem olur. r*+P(y)r+Q(y)=0 ‘nin kékleri ri(y) ve rx(y) ise genel ¢ozim z = a4 (i) erl(y)x +a,(y) erZ(y)x seklinde olur.
2)Birinci mertebeden lineer kismi tiirevli denklemler:
P(xy,2) % +Q(xy,2) 3—; = R(x,y,z) seklindeki denklemlerdir. Bu denklem % ve g—; tirevlerine gore lineerdir. Denklemin
yardimer sistemi dx/P(x,y,z)=dy/Q(x,y,z)=dz/R(x,y,z) ve u(x,y,z)=ci, v(X,y,z)=c, ve F(u,v)=0 alinarak ¢oziiliirler.

Ornek: (y — z) o+ (z- x)f = (x — y) kismi tiirevli denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim: y—z = Zd—yx — (y-2)*+(z-x)H(x-y)=0 ve x(y-z)+y(z-x)+z(x-y)=0 — dx+dy+dz=0 ve xdx+ydy+zdz=0 — x+y+z=c, ve

x*Hy*Hz?=c, asal 1ntegraller1 elde edilir. Bunlara gore kismi tiirevli denklemin ¢dziimii, F(x+y+z, x*+y*+22)=0 olur.
3)Birinci mertebeden lineer ve sabit katsayih kismi tiirevli denklemler:

a)Denklemin hiperbolik, parabolik ve eliptik sekillere doniistiiriilmesi:

2 2
Aj > 4 C% =0 seklindeki kismi tiirevli denklemin incelenmesi.
X Y

A, B, C katsayilarinin hepsi sifirdan farkli ve reel olmasi kosuluyla bu denklem ikinci mertebeden sabit katsayili lineer ve

2
, (9{1 ;1 =s, % =t almirsa Ar+2Bs+Ct=0 olur. Bu denklemi ¢6zmek i¢in u=x+ay,
Y

2
homojen kismi tiirevli denklemdir. % =r
X

v=x+Py alinirsa, burada a ve B reel be birbirinden farkli iki sayidir, (A + 2Ba + Caz) 7z +2[A+B(a+ B) + Caﬁ] ERERh

(A + 2B + Cﬁz) % =0 olur. Buradaki o ve B sabitleri denklemi basit hale getirecek sekﬂde segilir.
(4

2
1)AC-B%<0 ise ;—3 =0 hiperbolik tip denklem ve (;ozumu Z=f(u) -z ff (Wdu+G@) »z=F(x+ay) +G(x+By)
seklindedir.

2)AC-B?=0 ise a— = 0 parabolik tip denklem ve ¢oziimil z=vF(u)+G(v) — z=(x+By)F(x+ay)+G(x+ay) seklindedir.

i
2

2
3)AC-B0 ise 2%+ 2=
du

+ p = 0 eliptik tip denklem ve ¢6ziimii z=F(u+iv)+G(u-iv) seklindedir.
(%

Ornek: sz (9x By

2— =0 kismi tiirevli diferansiyel denklemi ¢6ziiniiz.

Coziim: u=x+y ve v=y donistiirmesi yaplldlgmda - 2— =0 elde edilir. Bu denkleme - = p doniistiirmesi yaplldlgmda - -

2p =0 olur. Buradan logp-2v=logf(u) — p= e2yf(u) — z=¢ 2yF(X-i-y)-ﬁ-G(y) olur.

3)MODELLEME:

1)Serbest diisme:

Siirtiinmesiz ortamda y(0)=0 dan 1#(0) = 0 ilk hizs1z serbest birakilan m kiitleli bir cisme hareketi boyunca —y ekseni yoniinde G=

- m.g.ﬁ yercekimi kuvveti (agirlik) etki eder. Burada j, +y yoniinde birim vektdrdiir. Bu durumda cisme etki eden net kuvvet

7 = _ o 40
Foop=ma=m. 2

=— mg{—[) dir. Bu denklem skaler olarak yazilirsa; jj = g olur. Denklemin ¢oziimii; =0 — 11,=0 — y;=c;+c,t

olur. ikinci tarafin ¢dziimii icin y,=pt>+qt+k nin ikinci tiirevi denklemde yerine konursa 2p=g — p=g/2 , =0, c=0 — y,=(1/2)gt?



olur. Genel ¢oziim y=y,+y,=c;+cot+(1/2)gt? , siur kosullarindan ¢,=0 , 7(0) =c, +0=0 — ¢, =0 ve buradan genel ¢oziim
y(®) = %gt2 olarak bulunur.

2)Parasiit:

Parasiite etki eden kuvvetler asagiya dogru agirlik ve yukariya dogru havanin direng (siirtlinme) kuvvetidir. Direng kuvveti
F~K.A.v?, agirlik G=m.g dir. Burada K parasiitiin geometrik yapisi ile havaya gore yogunluguna bagl sabit, A parasiitiin
hareketine dik en biiyiik kesit alani, v ise hizdir. Parasiite etki eden net kuvvet Fp=G-Fq — mo = mg — bv? dir. Burada b=KA dur.

Bu dururnda —=g- —v olur. Bu denklem v(0)=0 baglangi¢ kosullarinda ¢6ziiliir. f 0

)71

"84

b v _ t
_g _fodt_) 4ng" e [0__t[0

N

- —e71t 4b, . .
— In k“’ =—qt — ol ot = M1 olur. Burada g = =3 dir. Bu durumda t=0 iken v=0, t>co dav = |"S = vy
k—v b [14e7 m b m

hiz kosullarl saglanir.
3)Newton’un soguma kanunu:

Herhangi bir t aninda binanin i¢ sicakligi T(t), dis sicakligi T a=sabit olsun. Newton’un soguma kanununa gore; bina i¢indeki

sicakligin zamana gore degisimi i¢ ve dis sicaklik farki ile dogru orantilidir. Bu durumda d—T =k (T -T A) olur. Buradan d—; = kdt
A

T_— =k f dt — In |T T A| kt+c -»T({) =T4+C. ¢ olur. Burada C sabiti baslangi¢ veya siir kosullarindan bulunur.

Ornegin bir binann 1s1 iletim/yalitim katsayis1 yaklasik olarak belirlenecektir. Binanimn ig sicakhigi 25 C°, disardaki hava sicaklig1 -
15 C° dir. Higbir 1sitict kullanmadan 10 saat sonra bina igi sicaklig1 5 C°, bina dis1 sicakligi -15 C° dir. Bu durumda k iletim
katsay1s1 yaklasik kactir?. {1k durum igin 25=-15+C.e*® — C=40 olur. Son durumda 5=-15+40.e*%°°0* — In(1/2)=36000.k — -
2.107 1/saniye olur.

4)Silindir bir taktaki bir delikten akan su (Torricelli kanunu):

I¢i su dulu tankin {ist kisminin yiizey alan1 B, deligin alan1 A, baslangigta deligin su yiizeyine olan uzakligi H, suyun delikten ¢ikis

katsayisi k olsun. Bir t aninda su yiizeyi delikten h(t) kadar yiiksekte iken v (£) = k~/4gh(t) olur. Delikten At siirede akan suyun

hacmi AVp=A.v.At, tankta azalan su hacmi AV1=-B.Ah ve bunlarin esitliginden -B.Ah=A.v.At — i—}; =— %v — % = Bjk 2gh —

100 2
f hodh _ BkT‘{?g f 6 dt -2 ( h2— Hz) Bk( —h(t) = ( HY2 Al;l{figt) seklinde h(t) bulunur. Tankin delige kadar bosalma

) 12
sliresi h=0 — t, = 2BH olarak bulunur.

Ak|2
5)Basit sarkag:

M kiitleli ve L uzunluklu bir basit sarka¢ denge konumundan 6, ag1s1 kadar ayrilip serbest birakiliyor. Siirtiinmeler 6nemsiz ve
0,<10° dir. Sarkacin ipi bir t aninda denge dogrultusu 0 agis1 yapsin. Bu durumda sarkag kiitlesine etkiyen G=mg agirhik
kuvvetinin hareket yoriingesine teget ve dik bilesenleri sirasiyla; Fr=mgsin, Fx\=mgcos6 bﬁyﬁklﬁgﬁndedir Hareket

dogrultusundaki bilesen teget bilesen oldugundan m.a=-mgsinf — ;t (L %?) =-gsing — d— += sm@ 0 olur. Bu denklem sin6~0

durumundan 'Z—f + w26 =0 olur. Burada w?=g/1 dir. Denklemin genel ¢dziimii r>+w?=0 — 11 ,=+iw — 0(t)=A.sinwt+B.coswt
t

seklinde olur. Buradaki A ve B katsayilart baslangi¢ kosullarindan belirlenir; t=0 da 6=0, ve d06(0)/dt=0 alinirsa A=0, B=6, —
0(t)=0y.cos(wt+p) olur. Burada f faz agisidir.

6)Radyoaktif bozunma:
Baglangi¢ta bozunmamis radyoaktif ¢ekirdek sayist Ny, bir t aninda bozunmamis ¢ekirdek sayist N(t) olsun. Radyoaktif bozunum

kanununa gore bozunum hizi ¢ekirdek sayisi ile dogru orantilidir. Bu durumda AN =-k.N.At — N _ _jdt — % N _ _
N 0N

k f 6 dt —In (Nﬂ) =—kt ->N() = Noe_kt olur. Buradaki k radyoaktif bozunma sabitidir, 1/k ortalama 6miirdiir. Yar1 6miir
0

No/2=Ny.e X — t,,=In2/k olur. Cogalma popiilasyonunda AN=kNAt almnur.

7)Seri RLC devresinde akim:

Seri bir RLC devresinde gerilimlerin toplami kaynak gerilimine esittir Bu devrede R direnci, L bobin indiiktansi, C condansator
kapasitansi, V(t) kaynak gerilimidir. Devreden gegen akim i(t) ise; L ;+ Ri+ C f idt = v (t) dir. V(t)=V ,sinwt olsun. Bu durumda

integralden kurtarmak i¢in her iki tarafin tiirevi alinir; L— + R dz EZ =wV,,coswt . Sol taraf i¢in r*+(R/L)r+(1/LC)=0 — Fp =



D |4
E AL IC warakteristik koklere gore i; bulunur. Sag taraf i¢in i,=Asinwt+Bcoswt seklinde ¢6ziim denenerek A ve B

katsayilar1 belirlenir. Genel ¢oziim i(t)=i;(t)+ix(t) seklinde olur.

Ornegin R=4 ohm, L=2 Henry, C=1/2 Farad, V;=5 Volt, w=30 rad/s ise i(t) yi bulalim. Baslangicta i(0)=0 ve i’(0)=0 olsun.
Diferansiyel denklem; 2i’" + 4i’ + 2i = 150.5in30t —kararli hal ¢Oziimii r’*+2r+1=0 -1, ,=-1 — 1,()=(K,+Ky.t)e" olur. Ozel
¢0ziim 1,(t)=A.sin30t+Bcos30t — denklemde yerine konularak A=-0,0055, B=-0,082 — 1,(t)=-0,0055sin30t-0,082co0s30t olur.
Genel ¢dziim; i(t)=(K;+K,t)e™'-0,0055sin30t-0,082cos30t seklinde olur. Baslangi¢ kosullarindan i(0)=0=K,-0,082 — K;=0,082,
1’(0)=0=K,-(0,082+0)-0,165+0 — K»,=0,247 olur. Genel ¢6ziim; i(t)=(0,082+0,247t)e*-0,0055sin30t-0,082c0s30t olur.

8)ipte olusturulan dalganin yayilma hiz:

Uzunlugu L, kiitlesi M ve gerilme kuvveti T olan bir ip iizerinde olusturulan kiigiik bir titresimin yayilma hizin1 bulalim. Ip
tizerinde alman As uzunlugundaki kii¢iik parganin tizerine etki eden kuvvetler sekildeki gibi olur. T gerilme kuvvetlerinin yatay
bilesenlerinin toplamu sifirdir. Diisey bilesenlerinin toplamu ise, titresim diiseyde oldugundan, Y, Ty =2Tsin6 = m.a, dir. Kiigtik

S _ M.hs[o* > 2TORL 2 _TL 2_ T _r
agilarda sin6~6 alinirsa, 2T.6 = i ( R) -0t =T D vt = o0t = ML -0 = i olarak hiz bulunur. Burada

ipin ¢izgisel yogunlugudur.
9)Bir boyutta dalga denklemi:

Ipte olusturulan titresimde acilar1 bir birinden farkl1 alalim; soldaki a1 0,, sagdaki ag1 0, olsun. Ip pargasina etki eden yatayda
toplam kuvvet sifir, titresim enine oldugundan diiseydeki toplam kuvvet T.sinf,-Tsin,=ma, olur. Kii¢iik ac1 yaklasimindan
Ay opdy l(jbz—(jz)l Py By Py

u
= —_, = 5 ——— =
dar? T 342 Ax Ta?  gx? dar?

(sin@=tan@) dir. Bu durumda Ttan6,-Ttan6,=ma, — T [(ZZ) - (%) =
2 1

14
02 dx?

seklinde bir boyutta dalga denklemi bulunur.

26 _ 1 4’
=—G (LM
dar? 02 ( ) dx?

+02w?F (x) =0 olur. Burada (wv)>=k? alindiginda;

Bu denklemi ¢6zelim. Y(x,t)=F(x).G(t) alip denklemde yerine koyarsak F (x) olur. Bu denklemin her iki

2 2

tarafi da -w? ye esit olsun. Bu durumda ddc# +w?G(t) =0 ve %
t x

F(x)=A;sinkx+B;coskx, G(t)=A,sinwt+B,coswt elde edilir. Genel ¢6ziim Y (x,t)=[(A;sinkx+B;coskx)(A,sinwt+B,coswt)] —

Y (x,t)=Asin(kx-wt)+Bcos(kx-wt) olur. Baslangi¢ kosullar1 kullanildiginda Y (x,t)=Asin(kx-wt) olur.
10)Soniimlii harmonik hareket:

Yay sabiti k olan bir yaya bagl m kiitleli bir cisim siirtiinmeli bir ortamda harmonik hareket yapryor olsun. Séniim sabiti b, soniim
kuvveti F=-bv seklinde hiza baglidir. Hareket siiresince cismin hareketine katkida bulunan siiriicii kuvvet F(t)=F,coswt olsun.

2

0X = %Coswt dir. Bu denklemin kararli

Bu durumda hareket denklemi m.a=-kx-bv+F(t) — a+(k/m)x+(b/m)v=(F/m) — &% + I'x + w

I+ 1"2—414;(2J o . . .
5 karakteristik koklerin 6zelliklerine gore x,(t) yazilir. Bu durumda w?=w>-I'%/4

alirsak x,(t)=e"V'T [Asinwt+B,coswt] seklinde olur. Ikinci tarafli denklemin ¢oziimii x,(t)=A,sinwt+B,coswt seklinde

olmalidir. Bu ifade ve tiirevleri denklemde yerlerine konarak A, ve B, katsayilar1 bulunur. Bu durumda A, = Fo [w

" [(wé—wz) 2+(1"w) 2]
Fy (w%—wz)

m [( w%—wz) 2+(F W) 2]

hal ¢oziimii r*+Ir+we*=0 — 11 5 =

ve B, = olur. Burada A, sogurgan genlik, B, ise esnek genliktir. Buradan genel ¢6ziim x(t)=x,(t)+x(t) olur.

Ahstirmalar:

1)y?dx+(2y?-1)dy=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz. (Cevap: x=-1/y-2y+c ) =



2)(xy*+x)dx+(x2y+y)dy=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz. (Cevap: (x>+1)(y>+1)=c)

3)(x+2y-2)dx+(2x-y+3)dy=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz. (Cevap: x%/2+2xy-2x-y*2+3y=c )

4)y’-(1/x)y=x" (n#£0 ) diferansiyel denklemini ¢dziiniiz. (Cevap: y=(x""'/n)+cx )

dy  xy

5 — =X diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz. (Cevap: y=x2-1+c(x>-1)"? )
2

6)y=xy’+y’? diferansiyel denklemini ¢oziiniiz. (Cevap: y=cx+c? ; y=-x*/4)

7)y’+ycosx=sinx.cosx diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz. (Cevap: y=ces™+sinx-1 )

8)y’=(y/x)+tan(y/x) diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz. (Cevap: y=x.Arcsincx )

9)yy’+y>=cosx diferansiyel denklemini ¢dziiniiz. (Cevap: y>=ce>*+(2/5)sinx+(4/5)cosx )



10)(2e*+y*)dy-ye*dx=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz. (Cevap: cy’=2e*-y* )

11)e*Yy’=1 denklemini x=1 i¢in y=1 baslangi¢ kosullarina gore ¢oziiniiz. (Cevap: y=x )

12)y’+y=cosx diferansiyel denklemini x=0 i¢in y=1/2 baslangi¢ kosullarina gore ¢oziiniiz. (Cevap: y=(1/2)(sinx+cosx) )

13)y”’=e**+cos2x diferansiyel denklemini ¢oziiniiz. (Cevap: y=(1/4)e**-(1/4)cos2x+cix + ¢, )

14)y>’-2y’=e* diferansiyel denklemini ¢oziiniiz. (Cevap: y=(1/4)(2x-1)e**+ce*+c; )

15)y’’+y’=sinx diferansiyel denklemini, x=n/2 i¢in y=-3 ve y’=1/2 , sartlarina gore ¢6ziiniiz. (Cevap: y=-(1/2)(cosx+sinx+5) )

16)y’’-4y’+3y=0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz. (Cevap: y=c e*+c e’ )

17)y’’+2y’+2y=0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz. (Cevap: y=e™(c,cosx+c,sinx)

18)y’’+3y’+2y=0 diferansiyel denklemini y(0)=1, y’(0)=-1 kosullarina gore ¢dziiniiz. (Cevap: y=e™ )



19)y”’-2y’+y=¢* diferansiyel denklemini ¢oziiniiz. (Cevap: y=e*[(1/2)x*+cix+c, | )

20)y’’+2y’+2y=sin2x diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz. (Cevap: y=e™(c;cosx+cysinx)-(1/5)cos2x-(1/10)sin2x )

21)y”>’+y’-6y=xe?* diferansiyel denklemini ¢oziiniiz. (Cevap: y=cl >+coe3*+x(x/10-1/25)e** )

22)y”’-4y=e*sin2x diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz. (Cevap: y=c e 2*+ce™-e>/20(sin2x+2c0s2x) )

23)y’’-2y’+y=e*/x diferansiyel denklemini sabitin degisimi kurali ile ¢6ziiniiz. (Cevap: y=(c;+c,x)e*+xe*Inx )

24)y®+6y>°+16y=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz. (Cevap: y=(c;+c,x)cos2x+(c3+cqx)sin2x )

25)x%y’’-2xy’+2y=0 diferansiyel denklemini (Euler denklemi) ¢6ziiniiz. (Cevap: y=c x+c,x> )

26)x%y’’-4xy’+6y=x diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz. (Cevap: y=c;x*+c,x>+x/2 )



d
d—y+4y+7z:0 y:(clx+c2)e3x
278 ¥ diferansiyel denklem sistemini ¢dziiniiz. (Cevap:

d - a 3
C-7y-10z=0 z== (X +5 +cp)e

28)dy/dx=4y+2z+x ve dz/dx=-y+z diferansiyel denklem sistemini ¢dziiniiz. (Cevap: y=-x/6+1/36-2c e¥*-c,e** ve z=-x/6-
5/36+cie¥+ce?t )

29)(D+1)%y,;+2Dy,+3Dys=1 , Dy, +y;=0 ve y;-Dy,-Dy;=0 diferansiyel denklem sistemini ¢oziiniiz. (Cevap: y;1/3+c,e>¥? , y,=x/3-
13/6016'3X/2+02, y3:3/2C16_3X/2 )

2,
30)7% - 222 372 — 0 kusmi diferansiyel denklemini ¢oziiniiz. (Cevap: z=f(3x+y)+g(x-y) )
ox Ixdy &yz
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