MUHENDISLIKTE VE FiZIKTE MATEMATIK METOTLAR-2
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BOLUM-1
KARTEZYEN VE KUTUPSAL KOORDINATLAR:

1)KARTEZYEN KOORDINATLAR:

Koordinat sistemleri, n-boyutlu uzaylarin tanimlanmasinda ve incelenmesinde kullanilan analitik ve geometrik kavramlar
toplulugudur. Fizik ve mithendisligin ¢alisma alanlari yaygin olarak, iki ya da {i¢ boyutlu uzayda tanimlanir. Kartezyen ya da dik
koordinat sistemi bir birine dik koordinat eksenlerinden olusur ve eksenlerin kesistigi nokta orijindir (0,0,0).
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Bir P noktasmin baslangi¢ noktasina (orijine) gére konumu iki ve ii¢ boyutlu dik koordinat sisteminde yukarida sekilde

gosterilmistir. Xyx koordinat sisteminde O’dan P ye ¢izilen bir vektorii (P’nin O’ya gore konum vektoriinii) OP = xi+ yj+ zk
seklinde gosterebiliriz. Burada i, j, k ; sirasiyla x, y, z eksenleri {izerinde birim vektorlerdir.

2)KUTUPSAL KOORDINATLAR:

Uzayin her hangi bir noktasinin xyz kartezyen koordinatlarina doniisiimii olan bilesenleri (u1, Uz, U3) olan egrisel koordinat

sistemleri tanimlanabilir. Bu P noktasi OP = x7+ yj+ zk=P (uq,uy,ug ) ile tanimlanir. Bu kutupsal koordinatlar; kiiresel,
silindirik, toroidal, parabolik, eliptik, bipolar... gibi isimler alir.
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P(x,y,z) noktasi kiiresel koordinatlarda P(r,0,p) bagl olarak yazilabilir (sekilde goriilmekte). Koordinatlar, p=r.sin6 olmak iizere;
X=p.cosQ, y=p.sin@, z=r.cosO seklinde doniigiir. Burada ¢ agisi, OP’(yani P nin xy diizlemindeki izdiigiimii) ile +x ekseni
arasindaki agidir (azimutal ag1).

Ug boyutlu uzayda kutupsal koordinatlarimn dogal bir uzantis olan silindirik koordinatlar; Kartezyen koordinatlarm z koordinatin
xy diizlemindeki kutupsal koordinatlarla birlestirir. Bu durumda ii¢ boyutlu uzayda alinan bir P(x,y,z) noktasimu silindirik
koordinatlarda P(r,0,z) olarak gdsterebiliriz.
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Burada r nin +x ekseniyle yaptigi ac1 6 dir. Koordinatlar; x=r.cos, y=r.sinf, z=z dir. Burada r sabit oldugunda silindirik bir ylizey
elde edilir.

Bir dogrunun kutupsal denklemi: r(Acos6+Bsin6)+C= 0 seklindedir. Bu denklemde x=rcos0, y=rsin yazildiginda 1/r=(-
A/C)cosb+(-B/C)sinb olur. Bu denklemde A=0 ise 1/r=b.sin8 (kutupsal eksene paralel dogru), B=0 ise 1/r=a.cos0 (kutupsal eksene
dik dogru), C=0 ise tan6=-A/B (kutuptan gegen dogru) gdsterir.

Dairenin kutupsal denklemleri: Dairenin genel denklemi x2+y?+Dx+Ey+F=0 seklindedir. Burada x=rcos0, y=rsin0 yazilarak;
r?+r¥(Dcos0+Esin0)+F=0 seklinde dairenin kutupsal genel denklemi bulunur. Dairenin merkezi kutupta ise X?+y?=R? den r=FR ,
daire kutuptan gegiyorsa r=-DcosB-Esinf=a.cosf-+b.sin6, daire kutuptan geciyor ve merkez kutupsal eksen iizerinde ise (x-
R)2+y?=R? den r=2Rcosb, daire kutupta ve kutupsal eksene teget ise x+(y-R)?>=R? den r=2Rsin olur. Burada R yarigaptir.

Koniklerin kutupsal denklemleri: Koniklerin Kartezyen koordinatlarda denklemleri Ax?+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0 seklindedir.
Kutupsal genel denklemleri bu denkleme x=rcosf, y=rsin6 yazilarak bulunur. Bu durumda odagin dogrultmana uzaklig: d, dis

1_:5059 olur. Burada e=1 ise parabol, e<1 ise elips, e>1 ise hiperbol belirtir.

merkezligi (egrilik orani) e alinirsa denklem; r =

Kutupsal denklemi ile verilmis bir egrinin her hangi bir noktadaki tegeti ile kutupsal 151m1 arasindaki agi: tanp=r/r’, tegetin

tanf+tang

egim agis1 i¢in tana = tan(0 + @) = yazilabilir.

1-tanftang
Ornek: r=a.sin20 ve r=a.cos20 egrilerinin kesisme agilarin1 bulunuz.

Cozim: a.sin26=a.cos20 — tan26=1 olur. Bu denklem kesigsme noktalarinm kutupsal agilarini verir. Buradan 26=n/4 — 6=n/8
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olur. tan@,=r/r’=(a.sin26/2aco0s20)=(1/2)tan26=1/2, tan:=r/r’=(a.cos26/-2asin20)=(-1/2)cot26=-1/2. Buradan tana =

4
3 bulunur.

3)DUZLEM VE KUADRATIK YUZEYLER:
Uzayda dogrular ve diizlemler:

Bir dogrunun vektorel denklemi: Po(Xo, Yo, Zo )’dan gegen ve ¥ ne paralel olan L dogrusunun vektorel denklemi 7#(t) =7, + t. U
dir. Burada 7, L iizerindeki P(x,y,z) noktasinin konum vektorii, 7, ise Po(Xo, Yo, Zo ) noktasmin konum vektoriidiir. t ise -co<t<co
araliginda skaler parametredir.

Bir dogrunun parametrik denklemleri: Po(Xo, Yo, Zo )’dan gegen ve U = v,1 + v,] + v3lz ‘ye paralel olan dogrunun standart
parametrizasyonu X=Xo+Vi, y=Yo+Vs, Z=2o+Vvs3 , -co<t<co seklindedir.

Uzayda bir S noktasindan, P’den gecen ve ¥ ‘ye paralel olan dogruya uzaklik; d = % seklindedir.




Diizlem denklemi: Po(Xo, Yo, Zo )’ den gegen ve 7i = A.T+ B.J + C.k ‘ye normal olan diizlemin; 1)Vektdrel denklemi 7. PyP = 0,
2)Bilesen denklemi A(x-Xo)+B(Y-Y0)+C(z-20)=0, 3)sadelestirilmis bilesen denklemi D=Axo+Byo+Czo olmak izere Ax+By+Cz=D
seklindedir.

Bir noktadan bir diizleme uzaklik: P noktasi normali 7 = A.T+ B.J + C. k olan diizlem iizerinde ise her hangi bir S noktasindan
diizleme olan uzaklik d = |P—S> %| seklindedir. Kesisen diizlemler arasindaki a¢1 diizlemlerin normal vektoérleri arasindaki dar

agidir; 0 = cos‘1< Ttz > .

|n1-|n2| |

Kuadratik yiizeyler: Ax>+By?+Cz%+Dxy+Eyz+Fxz+Gx+Hy+Jz+K=0 kuadratik yiizeylerin genel denklemidir. Bu denklem
oteleme ve dondiirme ile basitlestirilebilir.

Ornek: 1) = + + — = 1 koordinat eksenlerini (+a,0,0), (0,£b,0), (0,0,£c)’de kesen elipsoid.

2 2
2) % + Z—Z = f x=0 ve y=0 diizlemlerine goére simetrik olan eliptik paraboloid.

2
3) = + 5= i—z u¢ koordinat eksenine gére de simetrik olan eliptik koni.
2 2
4) % + Z_z - j—z = 1 ii¢ koordinat eksenine gore de simetrik olan tek katmanli hiperboloid.
2 2
5) i—z - % — 2 =1 hiperboloidi.

4) UZAYDA EGRILER:

Bir orijinden P noktasna t siirede giden bir pargacigin konum vektdrii #(t) = OP = f(£)7 + g(t)j + h(t)k seklindedir. Bu bir
vektdr fonksiyondur. Bir helis igin 7#(t) = (cost)T + (sint)j + tk dir. Burada x=cost, y=sint, z=t dir. Vektor fonksiyonun tlrevi

dav

P =YL= df"+ dgj'+ k = ¥(t) seklindedir (h1z). Ikinci turev—? ==

: = d(t) ivmedir. Ideal mermi hareketi denklemi

7(t) = (vocosﬂ.t)l + ((vosme. t) —Egt )] , yay uzunlugu L = fa [U()]. dt dir.

ar P d?/dt
ds ds/dt

Diizgiin bir #(t) egrisinin birim teget vektdrii T = = % dir. Bu durumda egrilik fonksiyonu K = |Z—:| olur. Egrilik K =

l%l |d—:| olarak da hesaplanabilir. Bir dogrunun egriligi sifirdir. Diizlemsel bir egrinin asal birim normal vektorii N = %% dir.
Egrilik gemberinde egrilik yaricapt p=1/K dir. Ornegin y=x? paraboliiniin orijindeki egrilik cemberinin egrilik yaricap: p=1/2 ,
denklemi x?+(y-1/2)?>=1/4 seklindedir. Diizgiin bir egrinin burulma fonksiyonu T = — Z—iﬁ dir. Burada B = T x N dir.

d?s

Ivmenin teget ve normal bilesenleri: d = aT? + aNIV seklindedir. Burada T teget, N ise dogrultuda birim vektorlerdir. a; = ol

L veay =k (& ) = K|9|2.

5) KURESEL VE SILINDIRIK KOORDINATLARDA HACIM ELEMANI:

Kiiresel koordinatlar ile Kartezyen koordinatlar arasindaki bagintilar ve diferansiyel elemanlar: x=r.sinf.cos¢, y=r.sinf.sing,
z=r.cosf. Burada p=r.sinf, 0<r<co, 0<6<m, 0<@<2r dir. Diferansiyel elemen (hacim)kiiresel koordinatlarda
dv=(p.d).(r.d0).dr=r?.sin0.sin¢.dr.d0.de . Silindirik koordinatlarda x=r.cos@, y=r.sing ve z=z oldugundan; dv=r.dr.d¢.dz olur.

Ahstirmalar:

1)A(2,3,4), B(-1,0,2) noktalarm birlestiren dogrunun uzunlugu 3v3 olduguna gore z kagtir? (Cevap:7)

2) Kiiresel koordinatlarda P(2, n/6, 2n/3) noktasini Kartezyen koordinatlarda Q(x,y,z) yaziniz. (Cevap: -2, v/3/2,/3)



3)Kutupsal denklemleri r=2sinf ve r=cos6 olan egrilerin kesigsme agilarini bulunuz. (Cevap: 7/2 )

4)(x-2)%+(y+1)2-(z-4)>=0 ‘nin merkez ve tepe noktasini bularak grafigini ¢iziniz. (Cevap: M=T(2,-1,4), tepe noktasi bu nokta olan
z ekseni dogrultusunda ¢ift konidir, kesim noktalar1 x=2+(15)12, y=-1+2(3)12, z=4+(5)V2)

5)Po(2,3,-4) noktasmdan gegen 1 = 4i + 3j — 5k ‘ye normal olan diizlemin denklemini bulunuz. (Cevap: 4x+3y-5z-37=0)

6)Bir cisim y=x? egrisi lizerinde A(2,4) m noktasindan ilk hizsiz kaymaya basliyor. Ortam siirtiinmesiz ve yer ¢ekimi ivmesi
9=9,81 m/s? dir. Cisim B(1,1) noktasina geldiginde ivmesinin teget ve normal bilesenleri kag m/s2 olur? (Cevap: an= 10,5,
ar=8,77 )

BOLUM-2

COK DEGISKENLI FONKSiYONLAR VE KISMi TUREVLER:
1)iKi VE UC DEGIiSKENLi FONKSIiYONLAR:

“D’nin reel sayilardan olusan (x1, X2, X3, ...Xn) n’lilerin bir kiimesi oldugu varsayilirsa; D iizerinde reel degerli bir f fonksiyonu,
D’deki her elemana bir W=(x1, X2, X3, ...Xn) reel say1 atayan bir kuraldir. D kiimesi fonksiyonun tanim kiimesi, f'nin aldig1 w
degerlerinin kiimesi de fonksiyonun deger kiimesidir.” “W bagimli degisken, x’ler ise bagimsiz degiskendir”.

Ornek:

Fonksiyon Tanim kiimesi Deger kiimesi
W=(y) = [0.c0)
W=1/xy xy#0 (-c0,0)U(0,00)
W=sinxy Tim dizlem [-1,1]
W=(x?+y?+7%)12 Tim diizlem [0,00)
W=1/(x2+y*+2?) (x,y,2)#0,0,0) (0,00)
W=xylnz z>() yarim uzay1 (-00, )

“ Diizlemde bir f(x,y) fonksiyonunu f(x,y)=c gibi bir sabit deger aldig1 noktalar kiimesine f’nin bir seviye egrisi denir. tanim
arahigindaki biitiin (x.y,(f(X,y)) noktalarinin kiimesine f’nin grafigi denir. f’nin grafigine ayrica z=f(x,y) yizeyi de denir.

Ornegin: f(x,y)=100-x?-y?=75 kontur egrisi z=75 diizlemindeki x?+y?=25 cemberidir.
Ornek: f(x,y,z)=(x?+y?+z%)'? fonksiyonunun seviye yiizeylerini tanimlayiniz.
Gozum: (x*+y?+22)Y2=1, (x*+y*+z%)¥2=2, ... seklinde seviye yiizeyleri es merkezli kiirelerdir.

Y Uksek boyutlarda limitler ve stireklilik:



X )lir(n ) f(x,y,..) =L, ise limit vardir. Tek degiskenli limitlerde oldugu gibi, ¢ok degiskenli limitlerde de toplam,
XY, )= (X0,Y0,-

¢arpim, boliim ve iist kurallar1 vardir.

Ornek:  lim

o \/_ \/_ 2 Jimitini hesaplayiniz.

XV VX=VY)

Cozim: 0/0 belirsizligi vardir. (x,yl)i—r»r(lo,o) ) =0

Ornek: (x,y,zl)iir(ll_z_o)% = %

b) Kismi Tiirevler:

“Bir fonks1yonun bagimsiz degiskenlerden biri disinda hepsini sabit tutup tek degiskene gore tiirev almadir”. —— = f,, a—f =fy, =
ax2 = fix s % = fyx (6nce y’ye sonra x’e gore tiirev), 3 af = fyy (Once x’e sonra y’ye gore tiirev).

Ornek: f(x,y)=x?-2xy+y-3 fonksiyonunun (2,-1) noktasmda ;—x ve :—y degerlerini bulunuz.

af(2-1)

ox

Gozim: +-f = 2x —2y » L2 R =442=6

—-4+1=-3

a ar@-1 _
—f=-2x4+1>
ayf x+ 3y

Ornek: f(x,y)=x2cosy+y?e®* fonksiyonunun; —f ve - Zf

klsml tiirevlerini hesaplayiniz.

Cozim: r P (a—f) = ;—X(Zxcosy + y2e3*3) = 2cosy + 9y2e3*

dx? ox

%f a (of d , .
0y = o (5) = (—x?siny + 2ye3*) = —2xsiny + 6ye3*

Ornek: f(x,y,z)=2-3xy*z?+x? y3 fonksiyonunun fx, tirevini bulunuz.

F} af
Cozim: - [ > (ax ( ay))] =2— fy=-12Xy°Z24+3x%y? — fix=-12y°2246XYy? — fyxy=-36y?Z?+12xy — fyxy,=-72y°Z

Zincir Kural:

W=f(x,y,..v) ‘nin x,y,..v degiskenlerinin (sonlu bir kiime) tiiretilebilir bir fonksiyonu oldugunu ve x,y,..v’nin de p,q,..t’nin (baska

bir sonlu kiime) tiiretilebilir fonksiyonu olduklarini varsaymn. Bu durumda w,p’den t’ye kadar olan degiskenlerin tiiretilebilir bir

. o . - ] awax | awd
fonksiyonudur ve w’nin bu degiskenlere gore kismi tiirevleri; % = %é + a‘;: az +- + —— sekhndedlr

" . d d .. .. -
Ornek: W=x2+y2, x=2r-t, y=r+2t ise = ve == tiirevlerini r ve t tiriinden bulunuz.
ar at

Coziim: a—V:=Z—V;Z—’T‘+Z—V;g—f=2x.2+2y.1=4x+2y=4(2r—t)+2(r+2t)=10r

Ow _Owdx WOV _ o 1)+ 2y.2 = —2x +4y = —2(2r — £) + 4(r + 20) = 10t
9t oxat  ayae X Y= mexw Ry = malr r -

Dogrultu Tiirevleri ve Gradiyent Vektorler:

F(x, )’nin bir Po(xo,yo) noktasindaki gradiyent vektorii (egim), f'nin kismi tiirevlerinin P noktasinda hesaplanmasiyla elde edilen
Vf = l + — ] vektoriidir. Dogrultu tiirevi (a ) = (Vf ). 1 seklinde olur.
95/ u,po Po

Ornek: f(x,y)=x2e¥+sin(xy)’ nin (3,0) noktasinda, (Vf) . 3i+ 4j yoniindeki dogrultu tiirevini bulunuz.

(3,0)
GOzim: U4 = ? = %i + gj - f(3,0) = [2xe¥ + ycos(xy)]z,0) = 6 — f,(3,0) = [x*€¥ + xcos(xy)] 30y = 12 —

vl

(Vf)(3 0= (fxi + fyj)(&o) = 60 + 12j . Bu durumda f’nin (3,0) yéniindeki dogrultu tiirevi (Dyf)(3,0= (Vf)

(6i + 12])( i+- ]) = % olur.

3, 0)

Bir yiizeye teget diizlemin ve normalin denklemi:



Z=f(x,y) yizeyine (Xo, Yo, Zo) da teget diizlemin denklemi f(Xo,Yo)(X-Xo)+fy(Xo,Y0)(Y-Yo)-(z-20)=0 seklinde olur. Burada zo=T(Xo,Y0)

dir. Bu denklem ii¢ boyutta fx(X-Xo)+fy(y-yo)+f2(z-20)=0, normal denklemi ise —2 = 222 = == qr.

fx fy fz
Ornek: z=xsiny-ye? in(0,0,0) daki teget diizlemini bulunuz.
Gozim: f4(0,0)=(siny-2ye*)(0,0=0 — £,(0,0)=(xcosy-e)(0=-1 , teget diizlem ise 0(x-0)+(-1)(y-0)-(z-0)=0 — y+z=0 olur.

Ornek: f(x,y,z)=x?+y?-2=0 silindiri ile g(x,y,z)=x+z-3=0 diizleminin yiizeyleri bir E elipsinde kesistiklerine gére, Po(1,1,2)
noktasinda E’nin tegetinin parametrik denklemlerini bulunuz.

C0zim: Po noktast Vf ve Vg ‘ye ortogonaldir. Dolayistyla ¥ = Vf X Vg ‘ye paraleldir. V vektoriiniin bilesenleri ve Py
koordinatlart dogrunun denklemlerini verir. V£ (1,1,2) = (2xi + 2YDanz = 20+ 2, Vg(1,1,2) = (i + K12 =i+k,v=

i j ok
QRi+2))x(i+k)= [2 2 Ol = 2i — 2j — 2k olur. v vektori ve (1,1,2) noktasindan dolayr x=1+2t, y=1-2t, z=2-2t bulunur.
1 0 1

Ornek: f(x,y)=x?+3xy+y?+4 fonksiyonunun (2,1) noktasinda lineerizasyonunu bulunuz.

Cozum: Lineerizasyon; L(X,y)=f(Xo,Yo)*+ fx(Xo,Yo0)(X-Xo)+Ty(Xo,Yo) (Y-Yo) fonksiyonudur.
f(2,1)=(2x+2y)2,1)=7, F,(2,1)=(3x+2y)2,1)=8, f(2,1)=15. Buradan L(x,y)=15+7(x-2)+8(y-1) bulunur.
iki degisken icin Taylor formiilii:

F(a+h, b+k)=f(a,b)+(hf.+kfy) | @by (/21 (W Fu+ 2h ki +k2fyy) | @byt... H(1/m(hd/dx+kd/dy)"f | @byt...
Ornek: f(x,y)=x.e¥ fonksiyonunun orijin civarinda kuadratik ve kiibik yaklagimlarin1 bulunuz.
Gozim: 1(0,0)=0, fx | 00=€” | ©0=1, y | 00=x€” | 0.0=0, Tx | 0.0=0, Fyy | 0.0)=0, fxy | 0.0/=€" | 0.0/=1, ...
F(X,y)=0+(X.1+y.0)+(1/21)(x2.0+2xy.1+y%.0)+.. . =x+xy+...

iki degiskenli fonksiyonlarda maksimum ve minimum:

Z=f(x,y) nin (a,b) noktasinin civarmdaki biitiin (x,y) noktalar1 i¢in; f(x,y)<f(a,b) — f(a,b) maksimum, f(x,y)>f(a,b) — f(a,b) bir
minimum degerdir. F(at+h), b+k)-f(a,b)<0 ise f(a,b) maksimum, f(a+h,b+k)-f(a,b)>0 ise f(a,b) minimumdur. Max ve min
bulunurken [fyy | @b)]>Txx | @b)-fyy | @by ‘nin >0, <0 ve = 0 durumundan A’ya bakilir (isaret aranir).

Ornek: f(x,y)=8x3+y%-12xy+8 fonksiyonun maksimum ve minimum degerlerini bulunz.
Cozum: f,=24x-12y=0 ve f,=3y?-12x=0 dan x=0, y=0 ve x=1, y=2 bulunur.

Fu=48X, fyy=-12, f,,=6y bulunur. Buradan A=(f,)?-fxf,y=144(1-2xy) olur. x=y ve y=0 i¢in A=144 >0 (Burada maksimum veya
minimum yok). X=1 ve y=2 i¢in A=-432 <0 (Bu nokta minimumdur).

2)FOURIER SERILERI:

% + X% 1 (a,cosnx + b, sinnx) seklindeki bir seriye trigonometrik seri denir. Buradaki ag, a,, by trigonometrik serinin
katsayilaridir. Bu seri yakinsak ise toplami 2zt periyotlu bir f{(x) fonksiyonudur, f(x)=f(x+2m). Periyodu 27 olan f(x) fonksiyonu (-
7, m) arah@inda yakinsak ise; f(x) = ? + X%, (a,cosnx + b,sinnx) oldugu kabul edilir.

Buradaki katsayilar; a, = %f_nn f(x)dx ,a, = % f_ﬂn £ (). coskx. dx, by =~ f_ﬂn f(x).sinkx. dx seklinde bulunur (Fourier

T

katsayilart).

Ornek: -n<x<m araliginda f(x)=x olan 2= periyotlu f(x) foksiyonunu fourier serisine aciniz.

Cozim: a, = ~ f_nn x.dx = 0 (Tek fonksiyon—0), a;, = %f_ﬂnx. coskx.dx = i( x

T T

sinkx

a :T +1 " sinkx.dx) =0 (tekift =tek

2 { ktek - 2/k
k (kcift - =2/k

1 T

™ . 1 coskx
—0), by == [__x.sinkx.dx = —(|—xT
T T

+ %f_ﬂn coskx. dx) = (—1)k*?

-7

sinx  sin2x | sin3x sinkx o -nntt
fx)=2 [lT—lT+lT—m+ (—1)k+1lT—~~] = Yineq 25— —sinnx



f(x)

/-Zrz - b8 /Zn —»X

Ornek: -n<x<0 igin f(x)=0 ve 0<x<m igin f(x)=x olan 2x periyotlu f(x)fonksiyonunu fourier serisine agimiz.

1

Cozim: ay = %(f_on 0.dx + [ x. dx) = g , @ = %f:x. coskx.dx = ;(

xsinkx n Coskx) {k tek » —2/k?
k k2 K2 kcift >0

ktek - 1/k
kcift > —1/k

—xcoskx sinkx)”

1,1 1
b, == x.sinkx.dx =—(
k nfo n k k2

-1
= —coskn {
k

T 2 (cosx cos3x
fo =32 (F+ 57+ )

12 32

Ornek: -n<x<0 igin f(x)=-1 ve 0<x<m i¢in f{x)=1 olan 2 periyotlu f(x) fonksiyonunu Fourier serisine aginiz.

Cozim: a, = %(f_on(—l).dx + fon 1.dx) =0,q, = % [f_on(—l). coskx.dx + fon 1. coskx. dx] =0,b, =
kcift -0

1 0 . . 2 . 2
- [f_n(—l).smkx. dx + fon 1. sinkx. dx] == [fon sinkx.dx| = — (1 — coskm) = {k tek — 4k’

f(X) =_(ﬂ+sm3x+si1;5x+m)

Ornek: -5<x<0 igin f(x)=0, 0<x<5 i¢in f(x)=3 olan 10 periyotlu f(x) fonksiyonunu fourier serisine aginiz.
Cozim: Periyot — 2L=10 — L=5
F(x)

ﬂk

ik /

-10 -5 5 10

—f f(x)dx, a, = f f(x)cos( )dx b, =~ f f(x)sm( )dx.
a, =l[f0 0.dx+f053.dx]=3,ak=§[f_050.co ( )d +f 3COS( )dx]—O b, = [f_OSO.sin(k%)dx+
f 3 sin (knx) o] = 3(1—;:1«1) _ {k Iiegkif? i/(l)cn

_3 o 3(1—coskm) . (k_n )
flx) = St Zk:l—kn sin(Zx

“Bir aralikta taniml stirekli, periyodik olmayan fonksiyonlar1 da uzatarak Fourier serisine acabiliriz.”

Ornek: f(x)=x(n-x) fonksiyonunu [0, 7] araliginda cosiniis ve siniis serisine a¢iniz.

GozUm: 1) cosinis serisine agmak icin fonksiyon [-x, 0] aralifina uzatilabilir (Bu durumda 1 periyotluk olur).

2

a, = %fonx(ﬂ —x)dx = % , A = —f x(m — x)coskx.dx = —[r[ fonxcoskxdx - fonxzcoskxdx] = ;—i(coskn +1)
f(X) T4 (COSZX + co::x + )

2) Sinus serisine agmak igin fonksiyon [-r, 0] araligina uzatilirsa;



b, = %fonx(ﬂ — X)sinkxdx = % [ fon xsinkxdx — fon x?sinkxdx| = # (1 — coskm) .

f(x) _ %(sinx + sin3x + )

13 33

Cosiniis serisine acilim fonksiyonundan x=n — n2/6=1/12+1/22+1/3%+... serisinin a¢ilimi elde edilir.
Siniis serisine a¢ilim fonksiyonundan x=n/2—n%32=1/13-1/3%+1/5°-. . .serisinin acilim1 elde edilir.
Pratik kurallar:

1)Tek fonksiyon kurali: f_aaf(x). dx = 0 . Ornegin; f_aax. dx =0, f_nn sin(nx).dx =0, f_nn x.cos(nx).dx =0

2)Cift fonksiyon kurah: f_aaf(x). dx =2 foaf(x). dx. Omegin; [*_x. sin(nx). dx = 2 fonx.sin(nx). dx

3)Siniis ortogonallik integrali: [”_ sin(mx). sin(nx). dx = {2 le i Z
#)Kosiniis ortogonallik integrali: J”_ cos(mx). cos(nx). dx = {2 2 i Z

5)Siniis kosiniis ¢arpim integrali: f_nn sin(mx) .cos(nx).dx = 0

_qyn+1
6) f_nn x.sin(nx).dx = % dir.

Ahstirmalar:

. —1+y/x2+y2+1
1) lim —— T

D0y xzry2 limitini hesaplayiniz. (Cevap:1/2)
%)~ (0,

) lim 4x2%-2xy
(xy)~(12) ¥y*-1

limitini hesaplayiniz. (cevap: limit yok)

a a4 a2 a2 . ..
—,— ,— , —— kismi tiirevlerini hesaplaymiz. (cevap: 8, -1, 2, 3
ax ' 9y '9x2? ' axdy playl ( p:8,-1,2,3)

3)f(x,y)=x?+3xy-y?+1 fonksiyonunun (1,2) noktasmda

Hf(x,y,z)=xsiny+y?cosy-xy?z fonksiyonunun fyxy tlrevini bulunuz. (cevap: -2)

B)W=x2+2xy, X=r-t, y=2r+3t ise 'Z—': ve ';—'f kismi tiirevlerini r ve t tiiriinden bulun. (cevap: 10r, -10t )

6)f(x,y)=3x2cosy+ye* in (2,0) noktasinda V£ (2,0) = 4i — 3j yoniindeki dogrultu tiirevini bulunuz. (Cevap: (48+6€2)/5)

7)z=xe¥-ysin3x ‘in (0,0,0) noktasindaki teget diizlemini bulunuz. (Cevap: x-z=0)

8)f(x,y,z)=x2+y?-4=0 silindiri ile g(X,y,z)=x+z-2 diizleminin yiizeyleri bir E elipsinde kesistiklerine gore, Po(1,2,1) noktasinda
E’nin tegetinin parametrik denklemlerini bulunuz. (cevap: x=1+4t, y=2-2t, z=1-4t )



9)f(x,y)=2x3+4y3-6xy+8 fonksiyonunun yerel maksimum ve minimum degerlerini bulunuz. (Cevap: fmin=7, fmax=Yy0k (c0) )

10)-n<x<m araliginda f(x)=x+1 olan 2z periyotlu f(x) fonksiyonunu Fourier serisine agimz. (Cevap: f(x) =1 +
(-pntt
2 Y=

n

sin(nx))

11)-n<x<0 araliginda f(x)=-1 ve 0<x<r araliginda f(x)=2 olan 27 periyotlu f(x) fonksiyonunu Fourier serisine aginiz. (Cevap:

_(—1\n+1
fx) = % +3 Z?{Ll%sin(nx) )

12)0<x<1 i¢in f(x)=1-2x olan f(x) fonksiyonunu (0,1) araliginda siniis serisine a¢iniz. (Cevap: f(x) = %[sinan + %sin4nx +

1 .
3 Sin6mx + - ])
13)0<x<10 i¢in f(x)=4x olan 10 periyotlu f(x) fonksiyonunu Fourier serisine aginiz. (Cevap: f(x) = 20 — %2?:1 % sin (?) )

14)[-=, 0] arahginda f(x)=-cosx ve [0, ] arahiginda f(x)=cosx olan f(x) fonksiyonunu Fourier serisine agimz. (Cevap: f(x) =

© 8k .
Zk:l m sm(ka) )

15) (t)

10
- 1 2}1/ wt

=

Grafigi verilen periyodik fonksiyonunu fourier serisine agimiz. (Cevap: f(t) = % [sinwt - %sinZwt + %siant - ] )




BOLUM-3

KATLI INTEGRALLER, EGRISEL YUZEYLERDE TUREV VE INTEGRAL:

f(x,y) fonksiyonunun duzlemde bir bolge tizerindeki integrali ve f(x,y,z) fonksiyonunun uzayda bir bdlge tizerindeki integrallerine
katli integraller denir.

1)iKi KATLI iINTEGRALLER:

Ozellikleri: 1)Sabitle carpum [ c.f(x,y).dA = c [[, f(x,y).dA, 2)Toplam ve fark [[ [f(x,y) + g(x,y)].dA =

ffR f(x,y).dA + ffR g(x,y).dA, 3)Baskmlik ; a)R iizerinde f(x,y)>0— || fR f(x,y)dA = 0, b)R iizerinde f(x,y)>g(x,y)—
JI, fx,y)dA = [[, g(x,y)dA, 4)R st Uste binmeyen R: ve R, gibi iki bolgenin bilesimi ise; [[, f(x,y)dA =

e, fGe.y)dA+ [f, fCr,y)dA.

“Fubini teoremi: f(x,y) bir R bdlgesi iizerinde siirekli olsun.

1R, gy, G2 [a,b]"de siirekli olmak iizere, a<x<b, g1(x)<y<ga(x) ile tanumlaniyorsa [f, f(x,y)dA = [, fg*"f((’)‘) £(x,y)dy. dx olur.
X

2) R, hy, hz [c,d]de siirekli olmak iizere, c<y<d, hi(y)<x<hx(y) ile tanimlaniyorsa [f, f(x,y)dA = fcd fhhl((y ; f(x,y)dx.dy olur.
Yy

iki kath integralde simr belirleme:

a)Verilen alan dikdortgen ise integral sinirlar1 sayidir. b)Verilen alan dikdortgen degil ise distaki sinirlar sayi igteki smirlar
fonksiyondur. iki sinir da say ise integral alma siras1 6nemli degildir.

Ornek: fol fol_x x%y.dy.dx = fol (fol_x ydy) x%dx = %fol(xz —2x3 4+ x¥)dx = %

Ornek: Taban1 xy diizleminde x-ekseni, y=x ve x=1 dogrular1 tarafindan smirh iicgen olan ve tepesi z=f(x,y)=3-x-y diizleminde
bulunan prizmanin hacmini bulunuz.

- 1 1 A =X 1 3x2
Gozim: V = [ fox(3 —x—y)dy.dx = || [3y—xy—y?] [y _odx =1/, (3x —L)dx =1
S I . .
Ornek: [, [ e¥"dy. dx integralini hesaplaymiz.

Cozum: [ e¥ : dy integrali hesaplanamadig igin sira degisimi yapilir. Bu durumda smirlar degisir. Ik y=x, y=1 ve x=0, x=1; son
x=0, x=y ve y=0, y=1 olur. Buradan integral; fol foy e’ dx.dy = fol(yeyz)dy = %(e — 1) bulunur.

Ornek: [f, (x — y)dx.dy integralini x+y=3, x?=4y, y>=4x ve y=3 egrilerinin birinci blgede sinirladiklari D bélgesinde
hesaplayiniz.

Cozlim:
y=(1/4)x? , x=(1/4)y?
y=3
X
=2 =2 =3 =2 V3
IF, G = yydxdy + [f, (x = y)dxdy = [0 (220 (= yydx) dy + L7 (L2500 = yydx) dy = 2270 - 222

iki kath integral ile hacim, alan, kiitle merkezi ve moment hesaplama:

Ornek: x>+y?=16 ve x?+z%=16 silindirlerinin smirladiklari ortak hacmi hesaplayiiz.

Cozim: z = V16 — x2 ve D bolgesi x?+y?>=16 dairesidir.



V=g [ V16— x2dydx = 8 (16 — x?)dx = 22

T3
Ornek: y=2-x?, y=x egrilerinin smirlacig1 alan1 hesaplaymiz.
Coziim: Egrilerin kesim noktalari; 2-x?=x — x?+X-2=0 dan x=1 ve x=-2.
A=! (f dy)dx—f (2 — x? —x)dx——7
Ornek: p=3cos0 dairesinin i¢inde ve p=1+cos6 kardoidinin disindaki alan1 hesaplayiniz.
Gozim: A = [f, p.dp.do = ["° ([75% p.dp)d6 =n
Ornek: | 000 e dx integralini hesaplayiniz.
Gozim: [“e™ dx = ["e™'dy =B —B*= ([, e*dx)(J, e¥’dy) = [, [ e* " dx.dy —>B*=
fon/z(fow e?’p.dp)df —B>=n/4 — B = ‘/75

iki kath integrallerde degisken degistirme:

I, £ y)dx.dy = [f, fla@u,v), B(w, v)].

D(x y)| du. dv seklinde integral D bolgesinden D’ bolgesinde u, v degiskenlerine

ox 0x
déniisiir. Burada ] = % = g; g; Jakobiyendir. J = Déxg /[zgz;’;
u o

Ornek: D bélgesi (1,0), (2,2), (1,3) ve (0,1) noktalari olan bir paralel kenar olduguna gére bu bolgede [[ (x + y)*dx.dy
integralini hesaplayiniz.

Coziim: Bu paralel kenarin kenarlarmin denklemleri; x+y=1, x+y=4 ve 2x-y=-1, 2x-y=2 dir. Burada x+y=u ve 2x-y=v olsun.
Buradan u=1, u=4 ve v=-1, v=2 olur.

AV

2

v

0 1 4 u

-1
1 11

D(uv)/D(xy) |; _11| T

] =

1023

ff (x + y)*dxdy = fD,u4 dudv—i(f u‘*du)(f d) -

. 9z ? az\? - e
Yiizey alam hesabi: S = [ |1+ (E) + (E) dxdy formultnden hesaplanabilir.

Ornek: z=x2+y? paraboloidinin z=1 diizleminin altinda kalan kismmin alanin1 bulunuz.

Co6ziim: Alan1 hesaplanacak bdlgenin xoy diizlemindeki izdiisiimii x?+y?=1 dairesidir. Buna gore z=f(x,y)=x?+y? — dz/dx=2x ve
dzldy=2y — § = f[, 1+ 422 + 4yZdx.dy = [ ([} T+ 4p2.p.dp) d6 == (5V5 — 1) olur.

iki kath integrallere ait diger uygulamalar:

1)Yuzeysel yogunlugu f(x,y) olan kati bir cismin kiitlesi M = [f f(x,y)dx.dy

2)Diizlemsel seklin eylemsizlik momenti; a)Baslangi¢ noktasina gére I, = || fD (x? + y2)f(x,y)dx.dy , b)ox eksenine gére I, =
JI, 3 f(x,y)dx.dy , c)oy eksenine gore Iy, = [f, (x*)f (x,y)dx.dy

3)Kati cismin agirlik merkezi ¥ = T xdxdy V= Ip » dxdy

[l axay '~ [f, dxdy




) 2 g2
Ornek: % + 31/—6 = 1 elipsinin A(3,0), B(0,4) noktalarin1 birlestiren kirisinin meydana getirdigi homojen elips pargasinin agirlik

merkezini bulunuz.

Cozlm:
A
B(0.4)
\Gy x
e
%+ g =1l-y=4 (1 - g) , AB yaymm denklemi y = gv — x2 , kesigim bolgesinin alan1 ffD dxdy = iAelips —A(AOB) —
sf 2o-a2

m34 34 [l xaxay O\ P/, 8
—— —= =37 — 6. Agirlik merkezi X = =2— =—3 = y=—

4 2 ffD dxdy 3m—-6 T-2 3m—-6

Duzlem, silindir, koni, kiire ve paraboloid denklemleri:
1)Duzlem denklemi: ax+by+cz+d=0
Ornek: 2x+3y+z-6=0 ciziniz.

Cozim:

x 3
2)Silindir denklemi: (x-xo)?+(y-Yo)?=r? denklemi iki boyutta gember, ti¢c boyutta z ekseni boyunca uzanan bir silindir belirtir.
Ornek: (i boyutta (x-2)>+(y-1)>=4, 0<z<6 silindirini ¢iziniz.

G0Ozim: Merkezi M(2,1) , taban yaricap: =2 ve yiiksekligi h=6 olan silindir.

3)Konik denklemi: tic boyutta genel konik ylizeyler Ax?>+By?+Cz?+Dxy+Eyz+Fxz+Gx+Hy+1z+J=0 seklindedir. A=B2-4AC degeri
konik tarini belirler.

Ornek: z=(x?+y?)"2 denklemi +z eksenli bir koni, z>=(x?+y?)*2 denklemi +z ve —z eksenli iki koni belirtir.
4)Kiire denklemi: (X-Xo)*+(y-Yo)*+(z-20)*=r?

Ornek: x?+y?+z%=1 ¢iziniz.

Cozum:



5)Paraboloid:

N

2 2
6)Hiperboloid: % + i—z +Z =1

c2

2) UC KATLI INTEGRALLER:

Bir S yiizeyiyle siirlanmis bir V uzay bolgesi ve bu bolgede taniml ve siirekli olan, bir f(x,y,z) fonksiyonu goz 6niine alalim. Bu
bolgeyi her hangi bir sekilde Avi, Avy, ...,Avy gibi n bolgeye ayiralim. Avi, ler ayn1 zamanda bu bdlgelerin hacimlerini
gostersinler. Bu bélgelerin her birinde birer P; noktas: segelim ve f(x,y,z) fonksiyonunun bu noktalardaki f(P1), f(P2), ..., F(Pn)
degerlerini hesaplayalim. Sonra bu degerlerin her birini noktalarin ait olduklar1 bélgelerin hacimlari ile ¢arpalim ve bu garpimlarin
f(POAV1+ f(P2)AVat.. .+ f(PR)AV= X1, £ (P)AV; seklinde toplamini alalim. AV; hacim eleman sifira yaklasacak sekilde, n’nin
sinirsiz olarak artmasi halinde limitini diigiinelim. Bu limit, f(x,y,z) fonksiyonunun V bélgesindeki ii¢ katl integrali olarak

adlandmrilir ve lim Y, f(PIAV; = [[f, f(x,y,2).dv seklinde gosterilir.
Uc kath integralde simirlar:

[, fGy.2dv = [ (1) (Jer f(x,y,2)dz) dy) dx

v1(x) 1(x.y)
V bolgesinde f(x,y,z)=1ise V = [f, dv bélgenin hacmini verir.
Ornek: fol fox fox_y x.dz. dy. dx integralini hesaplaymiz.

el ex rx—y 1 x _r1xd 1
Gozim: [ [ [ 7 x.dz.dy.dx=]; [ (x* — xy).dy.dx = [, —dx =<

Ornek: V bolgesi z=0, y=0, y=x, x+y=2, x+y+z=3 diizlemlerinin smirladigi bolge olduguna gére [ff, x.dx.dy.dz integralini
hesaplayiniz.

Cozlim:

Bolge z ekseni iizerinde projekte edildiginde taban tiggeni xy diizleminde ve koseler (0,0), (2,0), (1,1) diizleminde olur. Bu
durumda z igin alt sinir z=0, iist sinir z=3-(x+y) olur. Bu durumda parc¢ali integral aliriz.



1 3—(x+y) 2 2-x 3—(x+Y) 5 7 3
V=l fo fs T xdzdy.de+ [ [ xyx.dz.dy.dx=§+§=

2
Ornek: Bir V bolgesi x+y+z=2 diizlemi ve X, y, z eksenleri arasinda birinci bdlgeyle sinirli bdlgedir (Bu bir diizgiin
tetrahedrondur). Bu bolgenin hacmini ii¢ katli integral ile hesaplayiniz.

Coziim: Bolge x>0, y>0, z>0, x+y+x<2 dir. z’ye gére sinirlar 0<z<2-x-y, Xy diizlemindeki taban iggende 0<x<2, 0<y<2-x dur.

v=[ff, Ldv= [TR (YR (EEY gy dy.dx = foz foz_x(Z —x —y)dy.dx = foz —(Z_ZX)Z dx = g

x=0 Yy=0 z=0
Ornek: x>+y?+z%=4 ve x>+y?-2x=0 yiizeylerinin smirladig hacmi hesaplayiniz.

Coziim: Bunu silindirin ekseni z dogrultusunda olan (x-1)%+y?<1 diski ve x?+y?*+z%<4 kiiresinin i¢ bolgesinin kesisimi olarak

gorebiliriz. Hacmi kiire tarafindan verilen z sinirlar ile dik kesit alaninin iki kat1 seklinde yazmak en kolay yoldur.

I¢ bolge; (x-1)2+y?<1 ve x?+y?+z?<4 . Kiirenin {ist ve alt yaris1 (z igin sinirlar); -(4-(>+y?))Y?<z<(4-(x?+y?))*2. Dolayisiyla hacim;
[a—(x2 2

V=] fD (2 fo -y )dz) dy.dx =2 fD V4 — (x? + y?) dy.dx . Bu integral polar koordinatlara doniistiiriildiigiinde

16m /2

(x=rcos0, y=rsin®, silindir smir1 r>-2rcosd=0 — -1/2<0<n/2); V = 2 fon/z f02case V4 —122r.dr.df = . 33_2f0 sin®6.do =
lom 64
3 9

Uc kath integralde degisken degistirme:

JIl, fCey 2)dxdydz = [, flx(u,v,w),y(u,v,w), z(w,v,w)]|]|du. dv. dw

9x ox Ox
du OJdv Oow
_ Dxyz) _ |6_y 6_y a_yl . . .
Burada ] = Do o ov ow| jakobiyendir.

u
dz 0z 0z
15 % ol

1)Silindirik koordinatlarda; ] = 222 =

cosf@ —psinB 0
sin@ pcosd O|=p

D(p.0
(p,6.2) 0 0 1
2)Kiiresel koordinatlarda; (0<r<oo, 0<0<m, 0<¢<2m), ] = [[:((:'—Z';)) = r2sind

Ornek: V bolgesi x*+y*+z?=1 kilresi ile Z>=x+y? konisinin smirladig1 bolge olduguna gore [ff, (x* + y*)dx.dy. dz integralini
hesaplayiniz.

COzUm: Bu integrali kiiresel koordinatlarda hesaplayalim. x=rsin0Ocos@, y=rsinOsing, z=rcos0; J=r?sin0 dir. Koni +z ekseni
tarafinda ve yanal yiizeyi xy diizlemiyle 0=n/4 a¢1 yapmaktadir. Koni tavaninin yarigapt v2/2 olur.

V= fom fonM fol(rz sin? 0 cos? ¢ + 1% sin? @ sin? @)r?sinf.dg.df.dr —V = (fom d(p) (f:“ sin®8. dH) (fol r‘*dr) =

m(4v/2-5)
15v2
Lo 2 2 2
Ornek: V bolgesi % + 2’—2 + % = 1 elipsoidinin z=0 diizleminin iistiinde kalan kismi1 olduguna gére [[f, zdx.dy.dz integralini
hesaplayiniz.
a 0 0
COzum: x=au, y=bv, z=cw olsun. Birim kiire icinde u?+v2+w?<1 ve w>0 (iist blge) dir. ] = |0 b 0| = abc —
0 0 c

JIf, z.av = fffyanm vire (€W (@bc). du. dv.dw = abc? fffyanm wire W-dV = abc? fozn fon/z fol(rcose)rzsine. dr.df.dp —
abc’n/4 .

Ornek: x?+y?+z%=4 kiiresi ile x?+y?=3z paraboloidinin smirladigi cismin hacmini bulunuz.

Cozuim: Paraboloid; x?+y?=3z — z=r%3. Kiire; x?+y?+z°=4 — z=%(4-r?)”2, Kesim halkast; iki yiizeyin kesisiminde r>+(r%/3)?=4 —
r?+14/9=4 — =32 ve kesisim yiiksekligi z=1 dir. integral smirlari; 0<r<32, 0<@<2m, (r?/3)<z<(4-r?)* olur.

V= [ T dzdrdg = 2m [ (WA ) dr = 2

3)VEKTOR ALANLARINDA TUREV VE INTEGRAL:



Diverjans ve Rotasyonel:

2 _ oo _(0.,0 ., 8 , . _ 2 3 a3
divV =V.V = (6xl+6y]+6zk) (Vxl+Vy]+V;k)_axVx+ayVy+aZVZ
gradf = Vf— i+ ]+afk ve V(fu)—f(Vu)+qu
i j k
o - o L eV . 7 = - a a8 @
Vektor alan1 V = i+ 1,j kl(;lnrot VXV=1><6—V+ xa—V+k><a—V—>V><V= - — —,
ox dy 0z ox 0dy 0z
AN

rot(U+V)=rotU+rotV

Ornek: V = (z,xy?,3y) ise; a)div V, b)rot V nedir?

Cozim: a) V.V = (;x P az) (z,xy?3y) = (0,2xy, 0)
i k

DVxT =] % =|=G1y)
z xy? 3y

Laplasyen

V=T= 2+ 42 VU = lapU

Z=f(x,y) fonksiyonu bir D bélgesinde ikinci mertebeden kismi tiirevlere sahip ve V2z = 0 ise z fonksiyonuna D bélgesinde

_ N 2 2 N
harmonik fonksiyondur denir. benzer sekilde u=f(x,y,z) — V?u = 0 ise harmonik fonksiyondur. V?z = % + % =0—-Viu=

a%u | 9%u |, 9%u
— 4+ — 4+ — = 0 denklemlerine Laplace denklemleri denir.
dx2 = 9y2 = 0z2

Elastisite teorisinde V2z = V2(V?2) = 0 » ~— + 2 ——— 9%z _ 1 22 _ 0 denklemini saglayan z fonksiyonlarina biharmonik

dx%29y? = oay*
fonksiyonlar denir.

Ornek: z=e*siny ‘nin harmonik fonksiyon oldugunu gosteriniz.

R 9%z | 9%z 9%z X 9%z X . =
Cozum: vVez = =t 3 = 0 olmalidur. 702 = @'siny ve o = —e*siny dir. Bu durumda V#z = 0 olur.

Laplasyenin kutupsal, silindirik ve kiiresel koordinatlarda ifadesi:

f . . . 9%z 9%z 9%z 19z , 1 9%z
Iki degiskenli i¢in kutupsal koordinatlarda laplasyen; —— + o2 —ap2 T 55 T 2002
S e . = o%u | 9*u  2%u _ 9%  19u 1 9%u  9%u
P2y = = Lou, ou
Silindirik koordinatlarda laplasyen; V*u = —— + 2 toz =~ T35, T 2002 T 32

. . = 9%u  9%u | 9%u _ 9%u , 1 9%u 1 98%u | 20u | cotfdu
“ U2 — —_— —
Kiresel koordinatlarda laplasyen; V*u = —— + 57 Yo —a2 Traez T msmieagz Trar T 17 a6

Ornek: x=2sin3t, y=2cos3t, z=8t egrisi boyunca hareket eden bir noktanm her hangi bir t anindaki hiz ve ivmesini bulunuz.

Coziim: 7 = (2sin3t, 2cos3t, 8t) — = % = (6cos3t,—6sin3t,8) Ve d = ‘;—: = (—18sin3t, —18cos3t, 0) .

-

N > N . 2 N
Omek: A = x2yzi — 2xz3] + xz%k , B = 221 + yJ — x*k olduguna gére az_ay (A x B) nin (1, 0, -2) deki degerini bulunuz.

i ik
Cozim: A x B = |x%yz 2xz® xz%| = i(2x323 — xyz?) — j(—x*yz — 2x23) + k(x?y?z + 4xz%)
2z y  —x?

i(i (ff X E)) = :—x (—xz%i + x*xj + 2x%yzk) = —2%i + 4x3zj + 4xyzk — -4i-8j

Ornek: V x (V X fT) =V. (V fT) — V24 oldugunu gésteriniz.

Cozum:



4) EGRISEL YUZEYLERIN INTEGRALLERI:

Bir c uzay egrisi boyunca P(x,y,z), Q(X,y,z), R(X,y,z) fonksiyonlarinin egrisel integralleri tanimlanabilir.
fc [P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz]

Egrisel integrallerin 6zellikleri:

l)fA;VP. dx+Q.dy = — f: P.dx + Q.dy (sinirlarin degisimi)

2) fAI:P.dx +Q.dy = f;P.dx +Q.dy + f;v P.dx + Q.dy (parcalama)

F vektér fonksiyonun integrali ¢ kapal1 bir egri boyunca hesaplaniyorsa; @ﬁ .d7 buna F nin ¢ boyunca sirkiilasyonu denir.

Ornek: ¢ egrisi diizlemde 0(0,0) — A(2,0) — B(2,1) — 0(0,0) seklinde (OAB) iicgeninin gevresi olduguna gore, verilen yonii
dikkate alarak fc y2dx + x?dy egrisel integralini hesaplaymiz.

Goztim: f, y2dx+x*dy = [, + [ +[, —Jf, 0.dx+x%.0=0,[ y>0+2%dy= [ 4.dy=4,
Jooy?dx +x%.dy = fzoixzdx+%x2dx =-2,—[ y*dx+x*dy =0+4—-2=2

Ornek: f((lsz)) x%.dx — xz.dy + y?dz egrisel integralini, smirlarindaki iki noktay birlestiren dogru boyunca hesaplayiniz.

G0Ozim: (1,0,1) ve (2,3,2) noktalarni birlestiren dogrunun parametrik denklemi; E = E = E =t — x=t+1, y=3t, z=t+1 ve

dx=dt, dy=3dt, dz=dt olur. (1,0,1) parametrik denklemlerde yerlerine kondugunda t=0 (integral alt simnir1), (2,3,2) parametrik
denklemlerde yerlerine kondugunda t=1 (integral {ist sinir1) elde edilir.

(2,3,2) 1 1
J x2.dx —xz.dy + y*dz = J (t+ D2dt — (¢t + 1)23dt + 9t2dt = J (7t — 4t — 2)dt =3
(1,0,1) 0 0

“Kapali bir D bdlgesini alttan sinirlayan y=y1(x) ile iistten sinirlayan y=y»(X), y1(x)<y2(x), bu egrileri ox ekseni tizerindeki

izdiigtimleri [a,b] dogru pargasi ise, bu durumda bu bolgenin alam A = fab v, (). dx — fab vy, (x).dx dir.

Ornek: x=a.cost, y=b.sint parametrik denklemleriyle verilmis elipsin alanini bulunuz.

a

Cozim: A = %fc x.dy —y.dx = %fozn[a. cost.b.cost — b. sint. (—a.sint)]dt = ?bfom dt = mab

GREEN FORMULU (Riemann Formuli):

P(x,y) ve Q(x,y) gibi D bolgesinde kismi tiirevleri siirekli olan iki fonksiyon igin;

gﬁc P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 9fﬁD (% - %’;‘”) dx.dy ifadesine Green ya da Riemann formili denir. Green formiliinde

) _ _ I T
ozel olarak Q(X,y)=X, P(X,y)=-y alinir ve D bdlgesinin alan1 A ile gosterilirse; A = 5 ¢c xdy — ydx bulunur.
Ornek: C cevresi x*+y?=1 gemberi olduguna gore §. 4xy*dx + 6x>y?dy egrisel integralini hesaplaymiz.
Coziim: Green formiilini kullanarak; §. 4xy3dx + 6x*y*dy = [f (12xy? — 12xy?)dx.dy = 0

Ornek: C egrisi y=x? ve y*=x egrilerinin simirladig: kapali egri olduguna gore; §. (2xy — x2)dx + (x + y*)dy egrisel integralini
hesaplayiniz.

N - . aQ apr 1( Vx 1
Goziim: Green formiilinden; [ (E —5) dx.dy = [[, (1 = 2x)dx.dy = | (fxz 1- Zx)dx) dy =
“Bir egri iizerinde F* bir vektor fonksiyonu 7 birim vektor ise; [, (V.F)dx.dy = §. F.7i.ds du. [, (Vx F).k.dx.dy =

rotF.k.dx.dy =¢. F.Z.ds Green formiiliiniin vektorel seklidir. Burada 7 = % + 2 dir.
D y [4 ds 6sj



YUZEY INTEGRALLERI:

L(x,y,2), bir S yiizey pargasi iizerinde bir fonksiyon ve S diizgiin bir yiizey olsun. S yiizeyinin denklemi S’yi i¢ine alan bir D
bolgesinde siirekli ve tirevlenebilirdir. Bu durumda yiizey integrali [f; L(x,y,z).ds = [[, L(x,yf(x,y)).secy.dx.dy dir.

2 2
Burada ffD Secy.dx.dy = ffD \/ 1+ (Z—i) + (Z—;) dx.dy dir. Yiizey integrali vektorel olarak; ylizeyin her noktasinda taniml

bir F = L(x,v,2)T + M(x,y,2)] + N(x,y, z)k ve i yiizeyin poxzitif tarafina (disa) yonelmis bir normal vektor ise; [f s F.7i.ds
yuzey integraline F vektér alanmin S viizeyinden gecen akisi denir. Koordinat eksenleri iizerinde izdiistimlerin yiizey integralleri;
I F.i.ds = Jl; L.dy.dz+ M.dz.dx + N.dx.dy seklindedir.

Ornek: S yiizeyi, koseleri (1,0,0), (0,1,0) ve (0,0,1) olan iiggen olduguna gore ffs x.dydz + y.dzdx + z.dxdy ylzey integralini
hesaplayiniz.

- 0z 0z
Cozim: [f; x.dydz +y.dzdx + z.dxdy = [[, (—La—M£+N)dx.dy= /I, (& +y+z)dx.dy

Uggenin denklemi x+y+z=1—z=1-x-y ve D bolgesinde x+y=1 dogrusunun x=0, y=0 eksenleri ile meydana getirdigi icgen
bolgedir. Bu durumda integral; [f (x +y + 2).dx.dy = [[ dx.dy = AlanD = % olur.

Ornek: S yiizeyi x>+y?=1 silindirinin xoy diizleminin iist tarafinda kalan kismu ve V = —y37 + x3 olduguna gore [, : rotV.7.ds
integralini hesaplayiniz.

i j k
- a 2 0 R
Cozum:rotV =| = o 7| = (Bx% 4+ 3y2)k - rotV.7 = (3x% + 3y?)k.(cosa.i + cosp.j + cosy.k) =
_y3 x3 0

(3x* + 3y*)cosy —JJ; rotV.@i.ds = JI; 3(x* +y?)cosy.ds = [, 3(x* +y*)dxdy = 3f027T (folpzp. dp) dg = 37"

STOKES TEOREMI:
“Bir vektdriin, bir ylizeyi sinirlayan kapali ¢evre boyunca sirkiilasyonu, vektor rotasyonelinin bu yiizeyden gegen akisina esittir.”

Buna Stokes Teoremi denir. §, F.d# = [[, rotF.7i.ds formiilii seklindedir.

Ornek: C egrisi x2+y?=1, z=2 gemberi ve 7 = —3y7 + 3xj + k olduguna gore Stokes teoreminden faydalanarak [ o u.dr
integralini hesaplayiniz.

i j k
Goztim: V x & = | = :—y 2= i(0) - J(0) + k3 +3)
-3y 3x 1

Jo d.dP = [, —3ydx +3xdy +dz —J, d.d7 = [ (Vxa).iids = JI; (0= 0)dydz + (0 — 0)dzdx + (3 + 3)dxdy =
6 J[, dxdy = 6n

Ornek: A = 2yxi — (x + 3y — 2)j + (x% + 2)k ve S yiizeyi x2+y?=a2, x2+z%=a? silindirlerinin L. bolgede sinirladiklar yiizey
olduguna gére [J (V x A).7.ds yiizey integralini hesaplayiniz.

6zim: Stokes teoremine gore; VxA).i.ds=¢ Adi=¢ 2yzdx— (x +3y—2)dy + (x2 + z)dz — Bu integral 4

gore; [ 3 b 2y y = 2)dy g
-2a3  a? R
3 2

egri integralin toplamidan olusur (I.bdlgede cizilen silindirler igin). [ o (x2+2z)dz = f‘f(a2 —z2+2)dz =

.2

Jo, ~Gc+ 3y = 2)dy = [[(—/a> = y? =3y + 2)dy ==~
2 o 2

fao(—3y +2)dy = 3% — 2a — Toplam [[ (Vx A).7i.ds = —?—2(311 + 8a)

3a? a?
—— t2a —>fc3z.dz—7—>fc4(—3y+2)dy—

DIVERJANS TEOREMI (Ostrogradsky Formiilii):

JI, (Z—i + Z—IZ + Z—IZ) dx.dy.dz = [[; L.dy.dz+ M.dz.dx + N.dx.dy formiiline Ostrogradsky formiili denir. Bu ifadenin

vektor formu [ff, divF.dV = [[; F.7i.ds seklindedir.



Ornek: S ylizeyi x*+y*+z%=1 kiire yiizeyi olduguna gore [f; x.dydx +y.dxdz + z.dxdy integralini hesaplayiniz.

Goziim: Ostrogradsky formilinden; ff. x.dydx + y.dxdz + z.dxdy = [ff, (1+ 1+ 1)dxdydz =3 [[[, dxdydz =
31713 = 4m

Integral isareti altinda tiirev:

= [ fG, @)dx = [ = f(x, a)dx seklinde Leibnitz formilliiyle hesaplantr.

Ornek: F(y) = fol log(x? + y?) dx olduguna gérez—; ‘yi hesaplayiniz.

- 3
Cozim: Z—; = %fol log(x? + y?)dx = folalog(x2 +y¥)dx = fl dx = 2.arctan (y)

2+2

=— esitliginden faydalanarak f integralini hesaplayiniz.

T 2va 0 W
Cozim: 1(a) = | wf—L = Za=/2 diyelim. 1'(a) = 5(2) a2 1"(@) = 5(2) 20752, ... 1M (@) =
T n135.. q-@n+1)/2 ©_  dx _ m135..2n-1) _(2n+1)/2 _ dx _ m135..2n-1)
( 1) g 0 (x2+1)n+1 - 2 2 a — a= 1 1(}111 fo (x z+1)n+1 - 2 2l O|UI’

fG@dx + flb@), al 32 -

“Integral smirlarmimn o ya bagli olmasi durumunda dI/da tiirevi; — f b(@) flx, a)dx = f b(a) 0

a(a) a(a) da
fla(a), a] - Z olur.”

Ahstirmalar:

1)y=Inx egrisinin x=¢ ve y=0 dogrulari ile sinirladigi bolgenin alanini iki kath integral kullanarak bulunuz. (Cevap: 1)

2)z=x?+Yy? paraboliiniin i¢ginde ve z=1 diizleminin altinda bulunan cismin hacmini iki kath integral kullanarak bulunuz. (Cevap:
/2)

dydx integralini hesaplayimiz. (Cevap: 2/9 )

1,1 1
3)f0 fﬁm

4) f f o~y (Sxy+2y)2 cos(3y + x) dxdy integralini hesaplayimz. (Cevap: sin5/10)



2
5)R bolgesi x=2, y=x dogrular1 ve xy parabolii ile smirl1 bolge ise || fR i—z dA integralini hesaplayiniz. (Cevap: 9/4 )

6)R bolgesi vx + \/; =1 parabolii ile smirl bélge ise | fR xydA integrali kagtir? (Cevap: 1/280 )

7)Kutupsal koordinatlari kullanarak f[, (x? +y2)dA integralini R = {(x,¥):x* + (y + 2) < 4} bolgesinde hesaplaymiz.
(Cevap: 24m)

8) fon fozn I 12 x.cosy.sinz.dx.dy.dz integralini hesaplaymiz. (Cevap: 3)

9)z=x?+y? ve z=8-x2-y? paraboloidleri tarafindan smirlanan bélgenin hacmini ii¢ katl integral ile hesaplayiniz. (Cevap: 16m)

10)x=0, y=0, z=y dlzlemleri ile y>=4-x silindirinin birinci bdlgede sinirladig1 hacmi hesaplayiniz. (cevap: 4)



J1—-x2
11) f_ll f_ﬁm dydx integralini kutupsal koordinatlara doniistiirerek hesaplaymiz. (Cevap: mt )

N2
12)D bolgesi x-y=1, X-y=2 , x+y=2 ve x+y=4 ile smirh bolge olmak iizere; u=x-y, v=x+y doniisiimii yaparak | fD %dA
integralini hesaplayiniz. (Cevap: %an )

13)z=0, x?+z=1, y*+z=1 yiizeylerinin sinirladig1 cismin agirhk merkezini bulunuz. (Cevap: x=y=0, z=1/3)

14)17 = (2xz,y%z,xy) ise VW ve VxV | (2,1,-1) noktasinda nedir? (Cevap: -4 ve i+3j)

15)f(x,y,z)=2x%y?z* olduguna gére div(gradF)’yi hesaplaynz. (Cevap: 12xy?z*+4x3z*+24x3y?z2 )
16) z=x3+y?-4xy skaler fonksiyonun laplasyeni (V2z) nedir? (Cevap: 6x+2)

17)C egrisi O(0,0) — A(3,0) — B(4,2) — 0(0,0) seklinde (OBC) tiggeninin ¢evresi olduguna goére verilen yonii dikkate alarak
) c y2dx — x2dy egrisel integralini hesaplayiniz. (Cevap: -35/2 )

18)f ((0112_?) z2dx + y2dy — xydz egrisel integralini sinirlarmi birlestiren dogru boyunca hesaplayimiz. (Cevap: 4/3)

19)C egrisi y=x? ve x=y? egrilerinin sinirladig1 kapal bir egri olduguna gore éc (v —x?)dx + (y? — x)dy egrisel integralini
hesaplayiniz. (Cevap: -2/3)



ZO)ﬁ = 18zi — 12j + 3yk ve S yiizeyi 2x+3y+6z=12 diizleminin birinci bolgesindeki kismi olduguna gore ], s F#i.ds ylzey
integralini hesaplayimniz. (Cevap: 24 )

BOLUM-4

INTEGRAL DONUSUMLERI:
1)FOURIER VE LAPLACE DONUSUMLERI:

Integral déniisiimleri genel olarak x gergel degiskenlerinin fonksiyonu olan f(x) ile, k gergel degiskenlerinin fonksiyonu olan F(k)
arasinda F(k)=T[f(x)]=fab f(x)K (k, x)dx seklinde integral ile tanimlanir. Buradaki F(k)=T[f(x)] fonksiyonuna; f(x) esas
fonksiyonunun integral doniisiimii, doniisiimiin cinsini belirleyen K(k,x) fonksiyonuna da kernel ¢ekirdek fonksiyonu denir. Boyle

bir doniisiimle x ve k uzaylari birbirine baglanir. Tanimlanan yeni F(k) fonksiyonuyla ¢ogu kez islem yapmak, f(x) esas
fonksiyonuyla islem yapmaktan daha kolay olur ve yapilacak ters doniisiimle tekrardan x uzayinda orijinal problemin ¢ziimiine

gecilir.

En ¢ok kullanilan doniisiimler:

1)Fourier — F(k) = \/% f_ww f(x). e **dx

2)Laplace — F (k) = fooo f(x).e **dx

3)Mellin — F(k) = [, f(x).x*"dx

4)Hankel (Fourier-Bessel) — F (k) = fooof(x).x.]n (kx).dx

5)Laguerre — F (k) = fooof(x). e *.L,(x).dx

A) FOURIER DONUSUMU:

F(k) =T[f(x)] = \/% f_oooo f(x).e **dx , ifadesi f(x) fonksiyonunun Fourier déniisiimiidiir. Ters déniisiimii f(x) =
T-1F (k)] = J% JZ F(k).e**dk seklindedir.

Ug boyutlu uzayda Fourier déniisiimii; F(k) = T[f(7)] = I (G e~k q37 seklindedir.
Fourier doniisiimlerinin 6zellikleri:

DTIF(O] = = F (£) (20 ve gergel say)
2)TIf(-x)]=F(-K)

3)T[f(x-C)]=e"F(K) , (c=sabit)

MT[e™o*f(x)] = F(k — k), (Ko gergel bir say1)
5)T[f (cx + @)] = me~are. F (£)

B)T[f* ()] = F*(=k)



7)Fourier doniistimleri lineer déntistimlerdir; T[cifi(X)+Caf2(X)]=C1 T[f1(X)]+C2T[f2(X)]=C1F1(K)+C2F2(K)
Fourier doniisiimlerinin trigonometrik sekli:

a)Fourier cosiniis doniisiimii:

F.(k) = \/% fow f-(x). coskx.dx — ters doniisiimii f.(x) = \/% fow F.(k).coskx.dk

b)Fourier siniis dontisiimii:

Fe(k) = \/% Jo fs (). sinkx. dx — ters doniisiimii f;(x) = \/% J,” Fs(k). sinkx. dk

Tiirevlerin Fourier doniisiimleri:
n.mertebeden tiirevin Fourier déniisiimii F™ (k) = T[ fo (x)] = (ik)"F (k) seklinde tanimlanir. Tiirevlerin Fourier cosiniis ve

siniis doniistimleri de 6rnegin 1. ve 2. mertebeden; Fc(l) (k) = kFg(k) — \/% f(0) ve %(1) (k) = —kF.(k) ; FC(Z) k) =
K~ [EFO©) ve BP0 = k2R~ [2k£(O)

Parseval teoremi:

F1(x) ve fo(x) fonksiyonlarinin Fourier dontigiimleri F1(k) ve Fa(k), kompleks eslenikleri f;*(x) ve £ (x), F;' (k), F; (k) olmak
Uzere; f_mm f100). 5 (x).dx = f_mm F, (k). F; (k). dk esitligine Parseval teoremi denir. Bu bagint1 optik, elektromanyetizma ve
kuantum mekaniginde kullanilir.

Dirac Delta Fonksiyonunun §(k — k') = if_oooo ex(=k") gx tanimi kullanilarak Parseval teoremi I5 f00. 5 (). dx =

I Fy(k). F; (k). dk en genel haliyle yazilabilir. Bu teorem kuantum mekaniginde [~ |f(x)|2dx = [ |F (k)|*dk bigiminde
yazilabilir.

Konvolilsyon (Faltung) Teoremi:

fx) = \/% f_mw fi). f(x —y).dy seklinde tanimlanan integrale bu fonksiyonun (—oo, ) araligindaki konvoliisyonu denir.

Konvoliisyonun Fourier dontisimi T[f (x)] = T[f*(x). > (x)] = F,(k)F, (k), bunun ters doniisimii f(x) = [fi(x). ,(x)] =
T[F,(k)F,(k)] dir.

Ornek: a>0 olmak (izere f(x) = e~**" fonksiyonunun Fourier déniisiimiinii bulunuz.

P — 1 (® -ax? ,-ikx g, — L [® ,-ax? — i i — 1 ( |E,~k?/4a) — L ,-Kk?/4a
Cozum: F (k) mf_oo e~ X" g ikx gy \/ﬁf—m e™%*" (coskx — i.sinkx)dx = — (J;e ) o
i 1+ —L<x<0
Ornek:f(x) = L tiggen puls fonksiyonunun Fourier déniigtimiinii bulunuz.
1- I O0<x<lL

Gozim: F(k) = i [f_OL (1 + f) e kxdyx + fOL (1 - %) e~ thkx dx] , f(x) ¢ift fonksiyon fourier cosiniis doniigiimii uygulanir.
in2 XL
Fo(k) = \/% fOL (1 - f) .coskx.dx = % \E [1_2—025““] = % \E [%22)] olur. Bu durumda tepenin genisligi — Ax=2L , k uzayindaki

genisligi — Ak=4n/L, bunlarin ¢arpimi1 Ax.Ak=8x olur.

B) LAPLACE DONUSUMU:

F(x) fonksiyonu x’in tiim pozitif degerleri i¢in tanimli olmak {izere (x<0 iken f(x)=0 oldugu kabul edilir) Laplace dontisimii
F(s) =L[f(x)] = fooo e, f (x). dx seklinde tanimlanir. Burada s parametresi gergel, s sanal iken Fourier dontigiimiine gotiiriir.
F(s) nin ters laplace déniisiimii olan f(x) fonksiyonu; f(x)=L"[F(s)] olur.

Laplace doniisiimlerinin 6zellikleri:
1)L[f(x)]=(1/c)F(s/c) , (c>0)

2)L[ef(x)]=F(s-c)
3)L[cafri(x)+caf2(X)]=C1L[f1(X)]+CoL[F2(X)]=C1F1(S) +C2F2(S)



4)L[f(x+c)]=e®F(s), (c>0)
B)L[x"f(x)] = (- 1)n F(s) (0=1,2,3,...)
OLIx ()] = [ [ F (). (ds)"

F(s)

L[Sy - fy FG&@x)"] =

8)L [%] = f:o F(s").ds'

ILIF ()] = —=5 J7 e f(x)dx , {f (x +p) = f(),p > 0}

10)Laplace doniisiimleri yaparken trigonometrik fonksiyonlar i¢in Euler agilimlari kullanilir.

Ornek: f(x)=Cosh(4x) fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii bulunuz.

e4x+e—4X] _

Cozim: L[Coshdx] = L [ {L[e™] + Lle™* ]}

1 1
Lle** f e*e™¥dx = — ve L[e™*] f e e~ dx = —

L[Cosh4x] = l{L +L} = sZi

2s—4 s+4

) 0 0<x<1
Ornek: f(x) =34 1< x < 2 fonksiyonunun Laplace doniigiimiinii bulunuz.
0 x> 2

Cozum: L[f(x)] = flz 4.e=5%dx = |_?4e‘5"

2 — f -S __ —25
N C )
Ornek: f(x)=sinx fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii bulunuz.

Cozim: L[sinx] =L [% (e — e—ix)] = %{L[eix] — L[e~*]}

_ _ 1
L[e™] f eXe~ Sxdx——veL ix] f e ¥e e ¥dx = —
) 101 1 1
Llsinx] = Zi{s—i s+i} T os241

Laplace doniisiim tablosu:

f(x) F(s)=L[f(x)]
1 1/s
X 1/s?2  (s>0)
n = r(n+1) -
x" (n=0,1,2,3...) e (T(n+1)=n!, s>0)
ax 1
¢ = (s>a)
sinax v (s>0)
S
cosax v (s>0)
H a
sinhax Yo (s>|a|)
S
coshax - (s>|al)
X.sinax _2as
(s2+a?)?
X.e¥ _r
(s+a)?
e™.sinbx _ b
(s—a)?+b?
e™.coshx _sa
(s—a)2+b?
Xn—lie—ax (n-1)!
(s+a)™
d(x—0¢) e s
Uc(x).f(x-c) e F(s)




Tiirevlerin Laplace doniisiim tablosu:

£(x) sF(s)-f(0)

f°(x) s?F(s)-sf(0)-F(0)

f(x) S"F(5)-5"1(0)-...-F"D(0)

S f@).dY = U).f(Y) ~F(s) (U(Y) basamak fonksiyonu)
fx)/x f:o F(o)do

f(x-a)U(x-a) e™F(s)

AVf(x) (n tiirev derecesi) 1)'F(s)

Tiirevlerin Laplace doniisiimii:
LIF' @] = J; e L2 dx = e f () | | +5 [, e f(0)dx = SLIF()] = £(0) = sF(s) = £(0)
LIf" )] = s2LIF@)] — s£(0) — £'(0)
LIf" (0] = s3LIF()] = s2£(0) = sf'(0) — £ (0)
LIf™ 0] = s"LIf )] = s"71£(0) =+ = F*2(0)
Ters Laplace doniisiimii:

flx) =LF(s)] == fCHDO F(s).e**ds , buradaki integrale Bromwich integrali denir. Fourier diiniigiimiinde s=c+ik seklinde

c—1l00
tanimlanmistt.

f(x)=L[F(s)] olmak iizere Ters Laplace doniisiimlerinin 6zellikleri:
DL [Fes)] = 21 (%)
2) L1 [e *SF(s)] = {f(x —c) x>c¢

0 x<c
3) L ey Fi(s) + ¢, F, ()] = ¢, L7 [F ()] + ¢, LM F, ()] = ¢, f1(x0) + ¢, (%)
ALF(s — )] = e“*f(x)
5) L~ [sF(s)] = - £ (x) (f(0)=0 iken)

6) L [22] = [ F (). dx’
DL FGs).ds] =12

8) L [F™(s)] = L7 [E52] = (— 1) ()

ds™
Ornek: y**(x)+w2y(x)=0 diferansiyel denklemini y(0)=1, y’(0)=0 baslangic kosullar1 altinda ¢ziiniiz.
Coziim: Ly(x)]=Y(s) olmak iizere, L[y +w?y]=L[y”’ [+W2L[y]=0 — s?Y(s)-sy(0)-y’ (0)+w?Y(s)=0 — s2Y(5)-s+W?Y(s)=0 —

Y(s) = Szj > —>yx) =L" [ o~ 2] = coswx

Ornek: y”’-y’-6y=4e?* diferansiyel denklemini y(0)=0, y’(0)=1 baslangi¢ kosullar altinda ¢éziin(iz.

Coziim: L[y’’-y’-6y]=4L[e*] — L[y’]-L[y 6L[y] AL[e] — s2Y(5)-sy(0)-y’(0)-sY(s)+Y(0)-6Y (s)=4[1/(s-2)] — s2Y(s)-1-sY (s)-

- s+2 — -1 1 — Ay B2y L =
GY(S)_4/(S-2) - Y(S) (s—2)(s%2-s— 6) (s— 2)(s 3) y(x) =L [(5—2)(5—3)] =L [5—2 + s—3] =L [5—2 + 5—3] - y(x) -

_ er + eSx
Ornek: y”’(x)-xy’(x)+y(x)=1 diferansiyel denklemini y(0)=1, y’(0)=2 baslangig kosullari altinda ¢6ziiniiz.

Qoziim: L[y ]-Lxy FLIy]=L[1] = 52Y (s) — sy(0) — y'(0) = (=1) = [sY (s) = y(0)] + Y (5) =7 — 5?¥(s) — sy(0) —
YO +Y(s) +sY'(s)+Y(s) == —52¥(s) —s =2+ 2Y(s) +5Y'(s) == > ¥'(s) + [s +2|¥(s) =5+2+1 > Bu

s2

SZ
_[2 +2ms] = 5727512 ey = [ 525’/ [1 +§+si2] =(s+2)ez +c.Bu

denklem Y(s)=u.v doniisiimiiyle ¢coziilebilir. u = e



durumda Y(s) = i + S% + S% e™5*/2  son terim seriye acilir ve ters laplace doniisiimil yapilarak c’ye bagli olarak bulunur.
Yaklasik bir ¢oziim y(x)=1+(2+c)x seklindedir.

Ornek: Z—Z +y+2z=0 ve % + 2y —z = 0 diferansiyel denklem sistemini y(0)=4, z(0)=1 baslangi¢ kosullar1 altinda ¢ziiniiz.

CGozum: LIy(X)]=Y(s), L[z(X)]=Z(s) olmak iizere denklem sisteminin Laplace doniisiim matris formu;

s—1
2
5

45—6 5 -9
(s+1)(s=3)  2(s+1) + 2(s=3) veZ(s) = (s+1)(s=3)

s E 1] [g] = [ﬂ olur. Buradan Y(s) ve Z(s) fonksiyonlari; Y (s) =

2(s+1)  2(s-3)

e 1 5 _, . 3 5 _, 3
olur. Ters Laplace déniisiimleri ile; y(x) = se 4 563" ve z(x) = Ser - 563" olur.

L. 2

Ornek: y(t) + fotx(u). du =2e™" ve dstit) + x(t) = 0 integro-diferansiyel denklem sisitemini y(0)=y’(0)=0 baslangi¢ kosullar
altinda ¢6ziiniiz.

Cozum: L[y(t)]= Y(S) L[x(t)]=X(s) ve L [ f x(w). du] O olmak i Uzere; denklem sisteminin Laplace doniisiimii alinirsa,

Y(s) +—= Ve s2Y(s) + X(s) = 0 elde edilir. Buradan Y(s) = sz_—
donusumuyle; y(t) = —2sinht ve x(t) = 26(t) + sinht elde edilir.

X (S)

5 ] olur. Ters Laplace
-1

2
Ornek: o E(x 2 vlz 2 gg't) x yoniinde v hiziyla ilerleyen bir elektromanyetik dalganin E(x,0)=0, aE(x ) baglangic
kosulunda E(x,t) dalga fonksiyonunu bulunuz (x=0 da E(0,t)=Eo.Sinwt dir).
2 2 2
Cozim: L [a Exn) - [viza :t(:'t) 2 aef;'s) [s e(x,s) —sE(x,0) — aE(x Ol = e(x, s) —e(x,s) = A.e™*/? 4 B.eXs/v

elde edilir. x—oo iken B=0, x—0 iken A=¢(0,s) olur. Bu durumda e(x, s) = e(O, s)e‘xs/” ve x=0 i¢in E(0,t)=Eg.sinwt’ yi
kullanarak e(0,s)=L[Eosinwt]=(Eow)/(s?>+W?), buradan da e(x, s) =

Ey. sinw (t — ) elde edilir.

w — o ee _ae .
—— =*S/V ; ters Laplace déniisiimiinden E (x, t) =

Konvolilsyon teoremi:
h(x)=(f".9)(x)=F".G

bilinen bir f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 yardimiyla h(x)=L"[F(s)G(s)] fonksiyonunun hesabi konvoliisyon teoremi yardimiyla;
h()=(Fg)(X)=J; f()g(x —y)dy = F*G den hesaplanr.

Konvoliisyonun ozellikleri:

1)f'g=g"f, 2)f'(gi+9:)=Fg:1+f'g2, 3)(f'g)"h=F(g"h), 4)f'0=0"f=0, 5)f 1#f (genelde).

Ornek: H(s) = m fonksiyonunun ters Laplace doniigiimiinii bulunuz.
Cozim: L[ “1G(s)] = L~ [52+4] = Sizzx — konvoliisyon teoremini de kullanarak h(x) =
Z.x.stx bulunur.

KOMPLEKS ANALIZ:

1) KOMPLEKS SAYILAR:

18.yy’nin baglarinda x2+2x+2=0 tipindeki cebirsel denklemin koklerinin x;, = —1 Fv—1 seklinde bulunmasi esnasinda
G.Cardano tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra vV—1 =i ‘ye sanal (imaginary) tanimlamasi yapilmistir.

Kompleks analizin temelleri 19.yy’da A.Cauchy tarafindan atilmig ve P.Diriclet, G.F.B.Riemann ve K. Weierstrass tarafindan
gelistirilmistir. Bir kompleks say1 genel olarak x ve y gergel sayilar olmak iizere z=x+iy seklinde tanimlanir. Burada z’nin gergel
ve sanal kisimlar1 Rez=x, Imz=y dir. z’nin kompleks eslenegi z"=x-iy dir (i’=-1).

Kompleks sayillarda bazi kurallar:

1)Z1+Zo=(X1+X2)Fi(y1+Y2) | 2)Z1Zo=(XaXo-Y1Y2)+i(Xay1+Xay1), 3)Z1/Z; (pay ve payda paydanin eslenegi ile carpilarak ifade a+bi
sekline getirilir), 4)Z.Z"=(x+iy((X-iy)=x2+y?

Kompleks sayilarin geometrik tanimi, kokii ve kuvveti:

y



Sekildeki diyagrama bir kompleks saymin vektor diyagrami denir. r= | Z | (boy-modiile mutlak deger), x=r.cosb, y=r.sinf —

Z=r(cosB+isin0) dir. Burada 02ya kompleks saymin argiimam denir. r = ModZ = |Z| = \/x? + y? ve B=ArgZ=Arctan(y/x)

dir. 0=0p+2kn (k=0,1,2,...)’da 0p argiimanma Z’nin bag argiimani denir.

Z=r(cos@+isinf) ifadesini Euler formiilii ile Z=r.e" biciminde yazabiliriz. Bu durumda Z"=(r.e®)" — Z"=[cos(nf)+i.sin(nd)] (de
1 1 1

Moivre teoremi kullamildi) olur. Zn = rn [cos (g) + i.sin (g)] =7rn [cos (v”+nm) +i.sin (v”fkn)] , burada 0<v,<2m,

k=0,1,2,... dir.

Ozdeslikler: 1) e®=cosh8+sinh@, 2)cosh?0-sinh?0=1, 3)coshO=(1/2)[e’+e®], 4) sinh0=(1/2)[e®-e®], 5)sinh(iB)=i.sin,
6)sin(i0)=i.sinh0

Ornek: Z = 1—: karmasik sayisini; a)Z=x-+iy seklinde gdsteriniz, b)RezZ, ImZ, ModZ ve ArgZ’yi bulunuz.

Cozim: a) Z = 1—: % = —i , b) x=ReZ=0, y=imZ=-1, ModZ= | Z | =[0?+(-1)}]“?=1, ArgZ=0=Arctan(-1/0)=37/2
Ornek: Z°-1=0 denkleminin kéklerini bulunuz.

Co6zim: Z"=r"(cosO-+isin0)"=(x+iy)"=W — W=1 igin x=1 ve y=0 olmali. Z=(1)"®{cos[(0+2kmn)/5]+i.sin[(0+2kn)/5]} — Z:=1,
Zr=cos(2m/5)+isin(21/5), Zs=cos(4n/S)+isin(4n/5), Zs=cos(61/5)+isin(67/5), Zs=cos(8xn/5)+isin(87/5)

Ornek: | 2+Z, | < | Z; | + | 7, | liggen esitsizliginin dogrulugunu gosteriniz.

COZUTT'I: |Zl + Zzlz = (Zl + ZZ)(Z]. + Zz)* = |Z]_|2 + |Zzlz + (Zl*ZZ)* + Zl*ZZ y X:Rez:(z+z*)/2,
(ZL*Zo)*+Z1*Zo=2Re(Z1*Z2) — | Z1+Z2 | = | 21 | 7+ | Z2 | +2Re(Z1*Z2) — Re(Zi*Z2)<| Z1* Z2| olur. Bu durumda
| 21422 | %<(| Z1 | +| 22| * > | Z1#2Z2|<| 21| +]| Z2| olur.

Tek kompleks degiskenli fonksiyonlarin analitik ve diizenli olma kosulu:

Bir f(z) fonksiyonu karmasik diizlemin bir B bélgesindeki her noktada tek bir tiireve sahipse, f(z) fonksiyonun B bélgesinde
analitik oldugu, hem analitik hem de tek degerli ise o zaman duizenli oldugu s6ylenir.

Ornek: f(z)=2?+1 fonksiyonunun analitik oldugunu gosteriniz.

Cozum: f’(z)=2’(z) — g—z = g—; , Z—z = —Z—Z analitiklik icin Cauchy-Riemann kosullarini kullanalim. f(z)=( x+iy)?+1=x2-y>+
1+2ixy — u(x,y)=x2-y?+1 ve v(X,y)=2xy

ou v ou -0v - 1
wy 2x = 2x, ve Er i —2y = —2y oldugundan analitiktir.

2) KOMPLEKS INTEGRAL:
1)Cevre (Kontur) integrali:

Tek gercel degiskenli fonksiyonlar i¢in gegerli olan integral teoremi tek karmasik degiskenli fonksiyonlar i¢in de gegerli olup, I =
fZZOIO f(2)dz = liern o0 ™. f(e)Az; seklinde tanimlanir. Buradaki I’ya f(z)’nin ¢evre (kontur) integrali denir. Burada €;; €
n-o,|Az;|-

Uzerinde zi; ile zj arasinda bir noktadir.
Cauchy teoremi:

Basit kapali ¢ egrisinin ¢evreledigi tek bagimli bir B bolgesinin biitiin noktalarinda ve c egrisinin {izerinde; f(z) fonksiyonu
analitik, kismi tiirevleri ise siirekli olmak kosuluyla f(z) nin c {izerinden kompleks integrali sifirdir; ¢C f(z)dz = 0. Bu bagntiya
Cauchy integral teoremi denir.

$ f(@Ddz=¢ (u+iv)(dx+idy) =9 (wdx—v.dy)+i$ (w.dy+v.dx) —¢ f(z)dz=[f, (—g—;

i ffB (a_u Z—Z) dx.dy .Burada Cauchy-Riemann kosullarinin kullanilmayiyla her iki integral i¢inin sifir oldugu goriiliir. Bu

ax_

v
— ) dx.dy +

teoreme Couchy-Coursat ve Monrena teoremleri uygulanarak; gSC f(z)dz = Y7, éck f(z)dz genel hale getirilir.



Ornek: gﬁzd—z integralini hesaplayiniz.
—40

Coziim: C egrisinin sinirladigi B bdlgesinin fonksiyonu f(z)=1/(z-20) , z=2¢ da analitik degildir. C egrisinin i¢inde alman zg
merkezli ve sonsuz kﬁgﬁk yarlg:aph | z-Zo | =r gemberini ¢ bolgesine baglayan c; kapali bolgesine Cauchy-Coursat teoremi

= 2mi elde

¢ dz — f27r rie®de

uygulanirsa; Sﬁ 0 1@

=¢ Z_— olur. Sagdaki integralde z-zo=r.e", dz=ir.e®.d0 déniisiimiiyle;

C z-2zy

edilir.
Cauchy integral Formiilii:

F(z) fonksiyonu C basit kapali egrisi tarafindan sinirlanan B bolgesinde analitik olmak Uzere ve zo noktast bu bdlgede kalmasi

kosuluyla gﬁc fz(z—)z'dz = 2mif (z,) ifadesine Cauchy integral formill denir. Eger zo noktasi C kapali egrisinin disinda ise integral
—40

sifira esit, egrinin lizerinde ise mif(zo)’a esittir ve buna Cauchy temel degeri denir. Bu durumda;

2mif (zy)  zg; B'niniginde 1
= 0 Zo; B'nin disinda  dir. f"(z) n. mertebeden tiirevleri igin; f™(z,) = — 95
nif (z,) zy; C'ninlizerinde

f(2).dz

(Z Z )n+1

§ f(z) dz

z—2g

(0=0,1,2,...)

olur.

Ornek: C egrisi a) | z | =1,b) | z | =2 birim yarigapli gember olmak tizere §C — z integralini hesaplayiniz.
Coziim: a)2z=t — z=t/2 — | z | = | t/2 | , dz=dt/2, | z | — | /2 | =1— | t | =2, to=nt — | t | =2 ¢emberin diginda oldugundan integral
stfirdir.

()()

b)to=n noktas1 |z|=|t/2|=2 — |t|=4 cemberin igindedir. § me( ) = mi. sm( ) = mri bulunur.

sin2z.dz

(6z-m)3

Ornek: C egrisi | z | =3 ¢emberi olmak iizere | = §C integralini hesaplayiniz.

.ty dt
=).(— . (n) . 2 Jp—
Coziim: 6z=t — z=1/6, dz=dt/6 — | t| =18 cemberin icindedir. I = §. Sl?t(i;:) = %(2’”";‘ (”)) = %%sin (g) | e = %

F(z) fonksiyonunun Taylor ve Laurent Serileri:

) n
F(z) fonksiyonun zo civarinda Taylor acilimi; f(z)=f(zo)+f(z0)(z-20)+.. . +[f"(20)(z-20)")/n! — f(2) = X2, ﬂ
n=04n(z — zp)"

F(z) fonksiyonunu zo civarinda Laurent serisi; f(z) = Yoo a,(z — o)™ + X50-4 (bﬁ seklindedir. Bu seride soldaki kisim

.. - . .. . _ 1 f(2)dz f(2)dz
analitik, sagdaki kisim esas kisimdir. Bu serinin Katsayilary; a, = —— s amza)™ (n=0,12,..) ve by, = — e Groze)- T
(m=1,2,3,...). Bu iki terim birlestirildiginde A, katsayisi; A, Lg LDdr (n=0, =1, £2, ...).

TR IC -zt
Ozellikler:

1)br, katsayilar1 sifir ise f(z); z=zo da analitiktir ve z¢’a diizenli nokta denir.
2)f(z) nin analitik olmadig1 noktalara tekil singiiler noktalar denir. Or; f(z)=1/(z-20) — z=zo singiiler noktadir.

3)bm#0 fakat bm den sonra gelen katsayilar sifirsa f(z) nin z=zo da m.mertebeden bir kutbunun oldugu séylenir. Or; f(z)=e*/(z-20)*
de zo=1 dérdiincii mertebeden kutup noktasidir.

4)b#0 sonsuz tane b katsayisi varsa, lim (z — z,)™f(z) sonlu yapacak bir m degeri bulunamiyorsa, bu durumda f(z), z=z¢ da
z-2Zg

esasli bir tekil noktaya sahiptir. Or; e?—z=0da esasl: bir tekil noktaya sahiptir.

5)f(2); z=20’da tanimsiz fakat lim f(z) limiti varsa, buradaki zo’a kaldirilabilir tekil nokta denir. Or; f(z)=sinz/z .
z-2Zg

6)f(z); zo noktasinda analitik degil, bu noktanin sonsuz yakin komsulugunda zo merkezli sonsuz kiigiik & yarigapli bir gemberin
diginda analitik oluyorsa, zo noktasina yalitilmus (izole) tekil nokta denir. Bu noktalar kaldirilabilir tekil noktalardir. Or; f(z)=1/z.

7)Laurent agilimindaki 1/(z-zo) teriminin katsayist olan by’e z=z¢ noktasinda f{z) ’nin rezidiisii denir ve b;=Res(f,zo) seklinde
gosterilir.

Ornek: f(z)=e%/(z-1)* fonksiyonunu Laurent serisine aginiz.



T _ 3£__ u? ] [ 1 3 243(z 1)
Gozim: z-1=u — f(w) = e’ — =~ 1+3u+9 +27 + —f(u)=e (z—1)4+(z—1)3+2(z AR + +

+

. ] . f(z)’nin z=1"de 4.dereceden kutbu vardir.

3) REZIDU HESABI:

C kapali gevresi i¢inde f(z) fonksiyonunun analitik olmadigi sonlu sayida nokta varsa, f(z) nin C kapali ¢evresi iizerinden
integrali, bu noktalarin her biri igin tanimlanan ve adina rezidii denilen 6zel sayilar yardimiyla hesaplanabilir. f(z) =
® oAy (z— 2", Avicinn=-1de § f(z)dz = 2miA_, ifadesine Rezidii veya Cauchy-Rezidii Teoremi denir. A_; =

1 dml

D) a1 ——g(2) | 7=2, ITadesinden A rezidiisii hesaplanir.

Kurallar:

1)f(z)’nin zo noktasinda birinci mertebeden basit bir kutbu varsa A_; = lim (z — z,) f(z) ifadesinden kolayca hesaplanir.
z-2Zg

2)Zg, f(z)’nin m.mertebeden kutbu ise tiirevli ifadeyle hesaplanir.

3)g(z) ve h(z), zo’da analitik olmak iizere ve g(zo)#0, h(zo)=0 ve h’(z0)#0 kosullarini saglamak sartiyla f(z)=g(z)/h(z) nin z=z¢’ da
basit bir kutbu varsa A_, = lim TZZ ile hesaplanur.

z—2zg h

4)Eger f(z), zo’da esasl nir tekil noktasina sahip ise, rezidii Laurent serisi agilim1 kullanilarak bulunur.

Birden fazla kutup noktasina sahip f(z) fonksiyonu igin rezidii; ¢ f(z)dz = 2mi ¥r_, A(_kl) ile bulunur.
Ornek: | z | =2 birim yarigapli gember iizerinden f(z)=1/(z%+1) integralini aliniz.

Cozlim: z2+1=0 — z1=i, Zo=-i , her iki kutup da | z | =2 yarigapli ¢gemberin igindedir. A( ) = llm(z —1i) m = %, A(_zl) =

lim (z +1) . Bu durumda; _cﬁ = 2mi [— - —] = 0 olur.
VAnd

(z—- L)(Z+L) 2

Ornek: gﬁc % integralini | z | =4 birim yarigapl ¢ember iizerinden hesaplayiniz.

Cozlim: z2+1=0 — z1=i, Zo=-i , her iki kutup da | z | =4 yaricapli gemberin icindedir. =— 9@ _ 32 11m (z +1)=0,
p ¥ p

h(z) 2+1
Jim h'(z) = Jlim 2z # 0 oldugundan ; A% =lim =3 L A®) = limZ=2%_, gﬁszj = 2mi [— + —] = 6mi bulunur.
i ZZ 2 zZo—12Z 2 Z4+1 2 2

Sonsuzda rezidi:

¢ f(z)dz = 2miRez[f(z),z = ] ifadesine f(z) nin sonsuzdaki rezidiisii denir. Rezirii teoremi genellestirilirse;

2mi N, A(_kl) C'niniginde

$. f(2)dz = 2mi[ Y01 A% + Rez[f(2),z = ©]] C'nindisinda

4) BAZI BELIRLI INTEGRALLERIN HESABI:
DI = [* f(x).dx tipi integraller:

F(z) fonksiyonu higbiri gergel eksen iizerinde olmayan sonlu derecede kutup noktalarina sahip ve Jordon kosulunu sagliyorsa I =
f fx)dx = 2mi Y, A(_ ile hesaplanir.

x2.dx
o (x2+1)(x2+4)2

Ormek: I = f integralini hesaplayiniz.

x2.dx J- z%.dz

x4t —R pif
R 2+ 1)x2+4)2 + }%I_ILIO ¢ Ein@E burada z=R.e" dr,

Coziim: C kapali ¢evresinde Rezidii Teoremine gore [ = 11m f

doniisiimiinden sagdaki integral sifirdir (Jordon kosulu). Bu durumda I = f_ww m = 2mi Yy, A(_ ) integrali hesaplanir.
_ 4 7n =0 @ _ ; z? LoA® =
Kutup noktalar1 (Zz+l)(Zz+4)2—0 — 712=%l, Z34=%2I (2.mertebeden). A—l = ;ll’_l;li(Z - l) m =5 A
i 202 z? ] — 5t —ogi|L_S_m
2131_{21 1ldz [(Z 20) (z-20)2(z+20)%(22+1) _)I 2mi 18 721 7 36 olur.

I = fOZ"f(sine, cos0).d0 tipindeki integraller:



eiB_e—iB 721 ei9+e—i9
- —  c0S0 = —— =
20 2iz 2 2z

Bu integralleri alirken z=e'® déniisiimii yapilarak; sinf = = % ifadeleri integralde

yerine yazilir ve hesaplama yapilir.

dae
3-2co0s6+sinf

Ornek: I = fozn integralini hesaplayiniz.

dz
z2(1-20)+(6i)z—(1+2i)

Go6zim: z=€®, sinf = Pe® 2 , cosf = Ore™@ 241
: ’ T2 2z T2 T 22

,do = % dontiisiimil ile integral [ = 2 QSC

 Zy = 1:—;1 dir. Burada z;, C kapali gevresi disinda, z; ise igindedir. Z,’ye gore hesaplama yapilir.

olur. Kutup noktalar1 z; = —1__5211.

@ _ ; _t 2 9 (1) 1
AL] = z1—>—lzl/m(1—2i) (z +7 Zi) U zDren—arz o be11rs1zl1g1 var. L’Hospital’dan a’] = —, buradan da sonug; [=2mi(1/2i)=n

olur.
A= [ F(x). {z:;;z’;} dx tipindeki integraller:

I=[" F(x).e™dx m>0 tipindeki integraller — [ F(x).e™ dx = 2mi %, A% esitligi veya [~ F(x).cosmx.dx =
Re[2mi %, A%)] ve J= F(x).sinmx.dx = Re[2ni ¥, AM] yardimiyla hesaplanabilir.

cosx.dx ..
Ornek: I, = f © BTG integralini hesaplaymiz.
I ) sinx.dx . _ R elZdz .
Gozim: I, = f—oo—(x2+1)(x2+4) olmak izere > [ =1 +il, =§, Trnares Olur- Jordon kosulu kullanilarak tek integral elde
edilir. F(z) nin kutup noktalarl + i ve + 2i dir. Bu noktalara karsilik gelen rezidiiler; A(l) = Ve A(z) olur Bu durumda
-2 -2
I=I1+1,=2ni|~-—|= [e‘l - e—] olur (Burada sanal kisim I sifirdir).
12il 7 3 2
Ornek: fmsmx ax integralini hesaplayiniz.

Cozim: z=0"da gergel eksen tizerinde basit bir kutbu olan f(z)=e%/z fonksiyonunu géz éniine alarak hesaplayabiliriz. Rezidii

teoremlnegorel =4 ALy ~1 dir Ay =limz. 72— 1o =il — 1= [ Z2dx +i [ ﬂdx =mi+0-
[, dx =

Ornek: f mm integralini hesaplayiniz.

Gozlm: [ = fiﬁ = 2mi T, AL + i B AT - AT = Jim,(z = ) (z—i)(ZJlri)(z—l) = 2i(i1—1) A% =

Jim (2 = D oy = — 1 = 2 [+ i (G ) 5

4) ;7 f (x). dx tipindeki integraller:

Bu tip integralleri alirken genelde izlenen kapali ¢evre sag taraftaki kapali ¢evredir. Bunlar f f(x)dx = (1211;1) Y A(_kl) ile

hesaplanabilir. Burada a— f(iy)=af(x) de tanimli bir sabittir.

Ornek: I' =

Cozuim: f(z)=1/(1+2z°%) kutup noktalar; z°+1=(z+1)(z>z+1)=0 — z1=-1, z, = % + gi ,Z3 = % — ?i — z1=€", z;=e"3, 7, =™

olur. f(z) fonksiyonunda pozitif reel eksen ve z=R.e® , 0<0<2n/3 ¢eyrek daire kontiirii {izerinden integral almir. Kontiiriin icinde

OelT[2/3

kalan tek kutup noktas1 z=e™? tiir. Rezidl teoreminden I+0+1’=2mniRez(f,z;). Burada I’ = = lim Jo T dr = —e"/3 f:%.

r—x ve R—a igin '=-e2%3, 7, basit kutup icin rezidi Rez(f,z2)=p(z2)/q(z2)=1/(1+2%) — Rez(f,zz):1/3222 — Rez < f, e%) =

olur. Buradan 1+0+(-e>"")[=2ni[-1/3e*"3] — I = 2% sonucu elde edilir.

3. ( 27!1./3) 33

Cok Degerli Kompleks Fonksiyonlar:

Kompleks diizlemde w=f(z) fonksiyonu her z degeri i¢in birden fazla degere karsilik geliyorsa buna ¢ok degerli fonksiyon denir.
Ornegin w=logz ve w=z"" fonksiyonlar1. Cok degerli fonksiyonlar tek degerli fonksiyonlar haline getirilerek (yaklagtirilarak), tek
degerli fonksiyonlara ait 6zelliklerle incelenebilirler. Bu olanag: saglayan yiizeylere (bu yiizeyler dal sayilar1 kadardir) Riemann
yiizeyleri denir.




Ornek: w=f(z)=Arccosz fonksiyonunun co katli bir ¢ok degerli fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Coziim: w=Arccosz — z=cosw=(e"+e")/2 — e?W-2zeM+1=0 — ¢dziimii e™=z+(z?-1)"? seklindedir. w=(1/i).In[z£(z?-1)"?] —
w=Inz tipinde gok degerli fonksiyon elde edilir. 0<0,<2x araliginda — z=r.e"=r.e"®*?" (k=0, £1, +£2,...) Bu durumda w=Inz, z0
i¢in sonsuz degerli fonksiyon olur.

Bazi ¢ok degerli fonksiyonlarin integralleri:
G(x) ¢ok degerli bir fonksiyon, f(x) ise gercel eksen iizerinde ancak basit kutbu bulunabilen bir fonksiyon ise; fjooo fx)g(x).dx
ya da fab f(x)g(x).dx tipindeki integraller rezidii teoremi yardimiyla hesaplanabilir.

Ornek: I, = [° =

Cozum: f(z)=Inz/(x*+4) fonksiyonunun dallanma ve kutup noktalari; 0 ve iZi dir f(z)=In[g(z)] olmak tizere g(zo)=0 yapan

_ In(2) /2 N /2y —
= 21)(“21) 0 , 2i=2.™2 — In(2i)=In(2.e™*)

noktalar dallanma noktalaridir. Rezidii igeride 2i igin; A, = linzq_(z 2i)
l

1 +(— In2+ o
In2+(in/2) , A_; = n2 - ) - [ =2mi [n ( )] 2rinz+in? olur. Reel kissm — I = [ X gy =22 olur.
4i 4 0 x2+4 4

Ty o0} 2 . .o .
Ornek: fo DO dx integralini hesaplayiniz.
Cozim: F(z)=f(z).g(z) gbz oniline alalim. Bunun kutup ve dallanma noktalar1 sirasiyla; + i ve —i dir. Kapali ¢evre i¢inde kalan i

L - , In2+ (T
kutbu icin rezidl; I = gﬁln(zm dz + gﬁln(z D dx (sagdaki terim dista olup sifirdir) > A_; = hm(z —1i) (Z]:,()Z;i) == ;(2)

. ln2+(i7n) in?
[ =2mi | = nln2 + (7) — reel kisim [=nIn2 olur.

Ornek: fm \Fdx = = oldugunu gosteriniz.

V2

Gozim: 1 = $ 2% = 27ia®) — F(2) = 2=,

Kutup noktalarmin ikisi de kapal1 gevrenin 1g1nde kalur; A( ) = 11m (Z o)) % =3 Ze~im/4 | purada (i)2=(e™2)" dir,
1 _ 1 . .
A% = llm (z+1) m N ——e”’/‘* Buradan 55 )2 i [ /4 — Eem/‘*] = 27Tsm(%) ve C=C1+C,+C3+Cy erisi
boyunca Cs=Cs=0 olup, I=(1/2)(2nsinn/4) olur. Buradan sonug \/—dx = = bulunur.
x2+1 2

Alhstirmalar:
1 |xl<a . e .
Dfx) = 0 |x|>a fonksiyonunun Fourier déniisiimiinii bulunuz. (Cevap: (2sinka)/k )

2)f (x) = e~*" fonksiyonunun Fourier déniisiimiinii bulunuz. (Cevap: % e k?/4)

3)f(x)=e-*|*| (a>0), fonksiyonunun Fourier déniisiimiinii bulunuz. (Cevap: 2a/(a’+k?) )

4) f(x)=e-*I* (a>0), £(x) fonksiyon tiirevinin Fourier doniisiimiinii bulunuz. (Cevap: 2ak/(a2+k2) )



5)y(t)=A.sin(wot) fonksiyonunun Fourier déniisiimiinii hesaplayiniz. (Cevap: -iAn[d(w-Wo)-3(w+wo)] )

6)f(x)=x?+2x+3 fonksiyonunun Laplace déniisiimiinii bulunuz. (Cevap: 2/s3+2/s?+3/s )

7)f(x)=e>+3Inx fonksiyonunu laplace déniisiimiinii bulunuz. (Cevap: 5%2 -3 (y:ﬂ )

8)f(x)=4sin3x+5cos2x fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii bulunuz. (Cevap: 12/(s?+9)+5s/(s?+4) )

9)f(x)=x.sin3x+e?*.cos3x fonksiyonunun Laplace déniisiimiinii hesaplayiniz. (Cevap: 6s/(s?+9)?+(s-2)/[(s-2)*+9] )

10)f(x)=sinh?(3x) fonksiyonun Laplace déniisiimiinii hesaplaymiz. (Cevap: 18/s(s%-36) )

11)f(x)=x3e?* fonksiyonunun Laplace déniisiimiinii hesaplaymiz. (Cevap: 6/(s+2)*)

—wN f-aX o . L i b
12)f(x)=x".e™.sinbx fonksiyonunu Laplace doniisiimiinii bulunuz. (Cevap: (=1)" — [—(S+a)2+b2])

13) —d’;(f)

x(t) =St+o+2e72)

+ 2x(t) =t + 1 diferansiyel denklemini x(0)=4 baslangi¢ kosulunda Laplace doniisiimiinii kullanarak ¢oziiniiz. (Cevap:



d?x(t)

14) s
X(t)=A.coswt+At.sinwt )

2
15)F(s) = (sj—z;—:—9 fonksiyonunun ters Laplace doniisiimiinii bulunuz. (Cevap: f(t) = g(et —e™5)
16)f(2) = Zjiz fonksiyonunun z=2 noktasindaki Rezidiisiinii hesaplayiniz. (Cevap: 3/2 )

17) f(2) = EZ; fonksiyonunu z=0 da Rezid{istni bulunuz. (Cevap: 4/3)

2_
18) f(z) = #ZZZZM) fonksiyonuun kutup noktalarini bularak toplam rezidiisiinii hesaplayiniz. (Cevap: (7-4i)/5)
19) f(2) = S% fonksiyonunu z=0 da Rezidisini hesaplayiiz. (Cevap: 1)

(z+1)dz
z(z+1)(z-2)

20) | z | =3/2 ¢emberi iizerinde | = gﬁc integralini hesaplaymniz. (Cevap: -3mi )

+ w2x(t) = Asinwt denklemini x(0)=A ve x’(0)=0 baslangi¢ kosullarinda laplace déniisiimiiyle ¢dziiniiz. (Cevap:



21)C egrisi | z | =5 ¢emberi ise gﬁc C;—hzdz integralini hesaplaymiz. (Cevap: 8mi )

cos(26)
5+4cosf

22 02” df integralini hesaplayiniz. (Cevap: n/6 )

23) | Omﬁ dx integralini hesaplayiniz. (Cevap: n/4 )

BOLUM-5

DIFERANSIYEL DENKLEMLER:

X bagimsiz degiskeni, bilinmeyen y=f(x) fonksiyonu ve bu fonksiyonun y’, y”’,...y™ tiirevleri arasindaki bir bagintiya
diferansiyel denklem denir. Béyle bir denklem sembolik olarak F(x,y,y’,y’’,...y™)=0 veya F(x,y,dy/dx,d?y/dx?,...d"/dx")=0
seklinde gosterilir. Tek bagimsiz degiskenli denkleme adi diferansiyel denklem, ¢ok bagimsiz degiskenli denkleme kismi

diferansiyel (kismi tiirevli) denklem denir. Ornegin; (dy/dx)-y=cosx (adi diferansiyel),% + P(x,y) g—i = Q(x,y) (kismi tiirevli
diferansiyel). Denklemde en yuksek tlirev derecesi diferansiyel denklemin mertebesidir.

1)BIRINCIi MERTEBEDEN DiFERANSIYEL DENKLEMLER:
1)Degiskenlerine ayrilabilen tipte diferansiyel denklemler:

M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 seklindeki bir diferansiyel denklem f(x)dx+g(y)dy=0 sekline doniistiiriilebiliyorsa, buna degiskenlere
ayrilabilen tipte diferansiyel denklem denir. Bu durumda [ f (x)dx + [ g(y)dy = ¢ —F(x)+G(y)=c seklinde ¢6ziim elde edilir.

Ornek: (x+1)y.dx+(y-1)x.dy=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: Tim terimler x.y’ye boliindiigiinde; XTH dx + y7—1 dy = 0 elde edilir. Buradan [ (1 + )1—6) dx + f(l - i) dy=c—ox+
Inx +y —Iny = colur.

2)Homojen tip diferansiyel denklemler:

Her x igin f(wx,wy)=w"f(x,y) ise f(x,y) fonksiyonu x ve y degiskenlerine gore n.dereceden homojen bir fonksiyondur. Sifirinct
dereceden homojen de f(x,y)=f(1,y/x) olur.

M(X,y)dx+N(x,y)dy=0 denkleminde M(x,y), N(x,y) fonksiyonlar1 ayn1 dereceden homojen fonksiyonlar ise denklem homojen
tipte diferansiyel denklemdir.

Ornek: (x*+y?)dx-2xydy=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.



Go6zim: (x2+y?) ve -2xy’nin dereceleri esittir (2). Bu durumda denklem homojendir ve y/x=u déniisiimii yapariz. y=ux
—dy=u.dx+x.du — (X>+u?x?)dx-2x(ux)(udx+xdu)=0 —>§ dx + ——du=0— | idx + [ uzu

u2-1 -1

du=c—>§lnx+

1 1 1 2
Eln(u2 —D=c — Slnx+3hn ((%) - 1) =c¢ — y=(x*+kx)¥?

3) (aux+bay+cr)dx+(azx+bzy+c2)dy=0 diferansiyel denklemi:

Burada c;=c,=0 ise denklem homojen tip olur. c1 ve 20 ise; x=x1+h, y=y1+k secilir. Bunlar denklemde yerine konup,
ax/a;=hy/b1=m ve a;x+bry=u dontistiirmesi yapilirsa [(bi-a1m)u+bici-aici]dx+(mu+cz)du=0 elde edilir. Bu denklem degiskenlerine
ayrilabilirdir.

; d 2x4y-1 . .
Ormek:= = —2— diferansiyel denklemini ¢éziiniiz.
dx 4x+2y+5

Cozum: % = Z—Z = —2 — x=x1+h, y=y;+tk doniisimii yapilamaz.
1 1

D , Y__, oldugundan denklem; o=

dx dx = dx ax ax

27—51n(10x + 5y +9) =x + ¢ bulunur.

dy _ 2x+y-1
dx 2(2x+y)+5

u-1 2u+5 2 5 2
2u+5—>5u+9du = dx—>gu+;ln(5u+9) =x+c —>g(2x+y)+

oldugundan 2x+y=u doniistiirmesi yapilirsa 2 +

4)Birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemler:

Z—Z + P(x)y = Q(x) seklindeki denkleme birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem denir. Denklemdeki P(x) ve Q(x)

fonksiyonlar1 x’in siireli fonksiyonlaridir. Denklemde Q(x)=0 ise denkleme ikinci tarafsiz lineer denklem denir. Bu denklemin
¢oziimii y=u(x).v(x) seklinde iki fonksiyonun g¢arpimiyla aranir. Denklemin genel ¢oziimii;

y = e JPOI[[ Q(x).el P dx + ¢] seklindedir.
Ornek: Z—z + cosx.y = sin2x diferansiyel denklemini ¢dziiniz.

Gozim: P(x)=cosx, Q(x)=2sinx.cosx dir. y = e~ cosxax[ [ 2sinx. cosx.el ¥4 dx + c| —y = ™5™ [[ 2uetdu +c] —
y = e S¥[2e5 X (sinx — 1) + ¢] —y = 2sinx — 2 + Ce™S"*

5)Bernoulli diferansiyel denklemi:

Z—z + P(x)y = Q(x)y™ seklindeki denkleme Bernoulli diferansiyel denklemi denir. Burada n#0 vel dir. Bu denklem u=y!"

doniisiimii yapilarak ¢oziiliir. Bu durumda denklem birinci mertebeden lineer diferansiyel denkleme déniisiir; % +
1 -nmP@u=>1-nQkX)

Ornek: Z—z + %y = I"TXyZ diferansiyel denklemini ¢tziiniz.

u inx

_od . . . d
222 ve punlar diferansiyel denklemde yerlerine konursa; ﬁ —- = elde

s e v ey 12— 1d.. e e . l du _
COzlm: u=y**=y* doniisimil yapilirsa =y
-1dx

- i . . f e [rax|p-inx g _
edilir. Bu lineer diferansiyel denklemin ¢ozimi; u = e'x fTe x dx+c|l—ou=ux. [f

_:ledx+c] —u=
x[l(lnx+ 1) +c] —2=lInx+cx+1olur.

x y
6)Tam diferansiyel tipi denklemler:

M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 denklemindeki M(x,y), N(x,y) fonksiyonlar1 Z—A; = Z—I: bagintisini sagliyorlarsa bu denkleme tam
diferansiyel tipi denklem denir. Genel gozimii [ M(x, y)dx + [ N(a,y)dy = c seklindedir.

L. 2_ 2
Ornek: ;—’;dx +Z ij dy = 0 diferansiyel denklemini ¢éziiniiz.
2 2.2
Cozim: M(x,y) = ;—;C, N(x,y) =2 yfx — Z—A; = —;—j, Z—I: = —f]—j oldugundan tam diferansiyeldir. u(x,y) =
x y _rx2x vy y%-3a? _x*2 a* 1 .a*> 1 a®* _x* 1
faM(X,y)dX'i‘fb N(a,y)dy—>u(x,y)—fay—3dx+fb v dy—y—3—y—3—;+y—3+;—b—3—y—3—;+k bulunur.

7)integrasyon ¢arpani:

M(X,y)dx+N(x,y)dy=0 denklemindeki M(x,y), N(x,y) fonksiyonlar1 i¢in Z—A; * Z—I: olmasi durumunda diferansiyel denklemin sol

tarafi p(x,y) bir fonksiyonla garpilarak tam diferansiyel tipine donistiiriiliir. Bu p(x,y) ¢carpanina integrasyon ¢arpani denir. Bu
ouM) _ 9(uN) den. M Ologu _ p;0logn _ ON

durumda ady ox ady dox ox

- Z—A; olur. Bu genel haliyle p(x,y)’yi bulmak gii¢ olabilmektedir. Ozel



hallere giderek yalmz y veya yalniz x’e tabi bir integrasyon ¢arpani kabul ederek p’yii belirlemek daha kolaydir. Eger yalniz y’ye

al;j” (Z—I: — 2—1:) f (y) ifadesinden integrasyon carpani bulunur ve denklem tam diferansiyel tipe doniistiiriiliir.

bagli ise
Not: Birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem de u = el p(nax integral ¢arpanidir ve y = i[f u.Q(x).dx + c] olur.
Ornek: (y+xy?)dx-xdy=0 diferansiyel denklemini ¢éziniiz.

Goziim: M(xy)=y+xy?, N(x Y)mx oG G > T = (TS = f(y) > T2 = (-1-1-200) =2

dx ay dx
logu = —2logy - u=—= leeran5|yel denklem (x + ) dx — (y—z) dy=0 —

y+Xy2)
wN(x,y) - [OF(x,y) = f;—fdy

6F(x y)
3

—>F(x,y)=;+h(x)—>%:y) M(xy)—»—( +h(x))=(x+§) 140 ot he) =T 4 Fy) =

x?  x _
5 + ; +c oy=—
8)Clairaunt diferansiyel denklemi:

y = x —= + w (d ) seklindeki denkleme Clairaunt denklemi denir. Bu denklemi ¢dzmek i 191n — = p doniistiirmesi yapilir ve
denklem y=xp+w(p) seklini alir. Denklemin tekil ¢6zimu y=cx+w(c) , genel ¢6ziimii ise bunun c’ye gore tiirevinden bulunur.
Ornek: y=xy’+y’-y’? denklemini ¢oziiniiz.

Co6ziim: y’—c den dolayr denklemin genel ¢oziimii; y=cx+c-c? dir. Tekil ¢6ziim c’ye gore tiirev alinarak elde edilir; x+1-2¢=0. Bu
denklemden ¢ = %(x + 1) bulunur. Bu ifade genel ¢bziimde yerine konursa; y = i(x + 1)2 elde edilir.

9)Lagrange denklemi:

y =x.w(y") + q(y') seklindeki bir denkleme Lagrange denklemi denir. Bu denklem de y’=p déniistiirmesi ile ¢oziilebilir. Z—: -

w'® _ d®

s s B 0(x,y,¢)=0 ceklinde genel ¢oziime sahiptir.

Ornek: y+xy’=y’® diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

2 3
2 ax _|_ = =22 olur. Bu denklem
3p2—x dp 2

6zUm: y’=p doniisiimii yapilirsa; y+px=p° olur. x’e gére tiirev alinip p’ ¢ekilirse; p’ =
y=p yap y g PP

- [ta [2dp 3 3
lineer denklemdir ve ¢ozimii x = e '20°" | [ ¢’2p p;”.dp + c] —x =p /2 [f;p3/2dp + c] —x= Epz +c.p~%2 olur.

y+px=p® ve x = %pz + c.p~/2 genel ¢oziimiin parametrik denklemleridir. Po=w(po)=-y’ esitligini saglayan po=0, verilen
denklemde y’ yerine yazildiginda; y=0 olur ve bu bir tekil ¢oziimdiir.

2) DEGISKENLERDEN BiRiNi iCERMEYEN iKiNCi DERECEDEN DiFERANSiYEL DENKLEMLER:
d%y . . ..

l)m = f(x) diferansiyel denklemi:

Bu denklemi ¢6zmek i¢in ard arda iki kez integral alinir.

Ornek — — 2x + 1 = 0 denklemini ¢ozlniiz.

(}C’)Zl’]m:fd(j—i)=f(2x—1)dx —>%=x2—x+cl—>fdy=f(x2—x+cl)dx —>y=x3—3—§+c1x+cz.

2)% = f(y) diferansiyel denklemi:

Bu denklemi ¢6zmek igin denklemin her iki tarafi 2 —= dx ile ¢arpilir. Buradan (d ) = [2f(y).dy+c=F@y)+c —
dy

JFO)+c

=dx — y=w(x,c,k) seklinde ¢6ziim bulunur.

Ornek — + w?y = 0 harmonik salinimin diferansiyel denklemini ¢6ziiniz.

dy d’y _ v _(ﬂ)z__ 2,4 ay\? _ a2 2 dy
Cozlm: Zdt Froiai yZdt = —2w*<y —>( ) =—-wy“+c BV =i dt —— arcsm( )—t+y

dt \dt dt dt
—y= ;sm(wt +vy)

2
3)% = f(x, %) diferansiyel denklemi:



dy/dx=p — d?y/dx?>=dp/dx ile denklem dp/dx=f(x,p) denklemine déniistiiriilerek ¢dziim yapulir.
) 2
Omek: (x + 1) =5 = (x + 2) 2 diferansiyel denkleminin x=0 iin = = 3 ve y=1 olmast kosulunda ¢oziimiinii bulunuz.

s d ve e e e d 2 1
Cozim: ﬁ = p doniigimil yaplhrsa?p = i—:ldx = (1 + m) dx — p = c(x + 1)e* bulunur. Buradan y = ¢ [(x + 1)e*dx —

y = cxe* + k , smir kosullar1 kullamldiginda x=0 igin 3=c(0+1)e® — ¢=3 ve 1=3.x.e%k — k=1, budan da aranan ¢dziim y =
3xe* + 1 seklinde bulunur.

3) iKiNCi MERTEBEDEN LINEER VE SABIT KATSAYILI DIFERANSIYEL DENKLEMLER:

ay(X)y™ +a,(x)y®V + .+ a,(x)y = f(x) seklindeki denkleme n.mertebeden lineer diferansiyel denklem denir. 4,y™ +
A y®™ VD 4 ...+ Ay = f(x) seklindeki denkleme de n.mertebeden sabit katsayil1 lineer diferansiyel denklem denir. Buradaki
f(x)’e denklemin ikinci tarafi denir.

dy gy inin coztimi
DA 2T B T Cy = 0 denkleminin ¢ozimu:

Denklemdedd—;2 - r? ,% - 1, y — 1 getirilir. Bu durumda A.r>+B.r+C=0 den kokler r1, bulunur.
1)B2-4AC>0 ise ¢ozim y = K,e™* + K,e™?* seklindedir.

2)B2-4AC=0 ise ¢ozim y = e (K, x + K,) seklindedir.

3)B2-4AC<0 ise kokler r; ;=a+bi olup ¢ézim y = e* (K, cosbx + K,sinbx) seklindedir.

Ornek: y”’-2y’-3y=0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

GOzUm: r2-2r-3=0 — r1=-1 ve r,=3 olur. Cozim y = K;e™* + K,e3* olur.

Ornek: y*’-4y’+4y=0 diferansiyel denklemini ¢ziiniiz.

COzUm: r?-4r+4=0 — r1=r,=2 olur. Cozim y = e?*(K,x + K,) olur.

Ornek: y”’+2y’+5y=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

COzUm: r>+2r+5=0 — 1;=-1+2i ve r,=-1-2i olur. Cozim y = e~*(K, cos2x + K,sin2x) olur.

dzy dy .. PR
2) A5 +B+Cy= f(x) denkleminin ¢ozimdi:

X

Bu diferansiyel denklem hem birinci hem de ikinci taraflidir. Birinci tarafin ¢6ziimii y1, ikinci tarafin ¢6ziimil y» olmak Uzere (6zel
¢0ziim), genel ¢ozim y=y1+y, seklindedir. y, 6zel ¢oziim f(x) fonksiyonunun karakterine gore aranir.

1)f(x) bir polinom fonksiyon ise (...px?+gx+m gibi), bu durumda y,=...ax>+bx+c kabul edilip diferansiyel denklemde yerine
konur ve a, b,c katsayilart bulunur.

Ornek: y”’-2y’+y=3x%+x-4 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Cozum: Sol taraf r?-2r+1=0 — r1=r,=1 — y, = e*(K,x + K,) olur. Sag taraf y,=ax?+bx-+c almip tiirevleri sol tarafta yerine
konuldugunda (2a)-2(2ax+hb)+(ax?+bx+c)=3x*+x-4 — ax?+(-4a+h)x+(2a-2b+c)=3x*+x-4 — a=3, b=13, c=16 — y,=3x3+13x+16
— y=eX(Kix+K2)+3x3+13x+16 seklinde gelen ¢dziim bulunur.

2)f(x)=A.e* ise y,=B.e™ seklinde ¢oziim denenir (k#r1» olmalidir). Eger r1=K, r#k ise bu durumda y,=Mx.e* seklinde olur. Eger
ri=r=K ise y,=Mx2e* seklinde olur.

Ornek: y+4y’+8y=e>* diferansiyel denklemini ¢oziniz.

Cozum: Sol taraf icin r?+2r+8=0 — r1=-2+2i, ,=-2-2i — y1=e"(K10s2x+Kjsin2x) olur. Sag taraf i¢in y,=K.e"> seklinde segilen
fonksiyonu ve tiirevlerini diferansiyel denklemde yerine yazdigimizda e >[4K-8K+8K]=e> — K=1/4 — y,=(1/4).e* olur.

Ornek: y”’-5y’+6y=4¢> diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Goztm: Sol taraf icin ¢ozim r2-5r+6=0 — r1=2 ve ;=3 — y1=K162+K,e** olur. Sag taraf igin ri=p=2, r#p — y,=M.x.e*
seklinde olmalidir. Bu fonksiyonun tiirevleri ve kendisi diferansiyel denklemde yerine konuldugunda; e2* (4M + 4Mx) —
5e2*(M + 2Mx) + 6Mxe?* = 4e?* — M=-4 — y,=-4xe? olur. Genel ¢ozliim y=K1e+K,e*-4xe?* geklinde bulunur.

3)f(x)=Msinpx+Ncospx seklinde ise y» 6zel ¢dzimU icin y.=Dsinpx+Ecospx seklinde olur. Ancak
Ay’ +By’+Cy=Msinpx+Ncospx de B=0 ve C=Ap? ise 0 zaman &zel ¢oziim y,=x(Dsinpx+Ecospx) seklinde olur.

Ornek: y>+y’-2y=4sin2x diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.



Coziim: Ikinci tarafsiz denklemin ¢ozimii r2+r-2=0 — r1=-2 ve r;=1 — y1=K;eZ*+Ke* dir. Ikinci tarafli denklemin ¢dziimii
B=1#0, C=Ap?=-2#1.2%2 — y,=Dsin2x+Ecos2x seklinde olmali. Bu denklem ve tiirevleri diferansiyel denklemde yerlerine
kondugunda (y’=2Dcos2x-2Esin2x, y’’=-4Dsin2x-4Ecos2x) — -4Dsin2x-4Ecos2x+2Dcos2x-2Esin2x-2Dsin2x-2Ec0s2x= 4sin2x

— (-6D-2E)sin2x+(-6E+2D)cos2x=4sin2x — D=-3/5, E=-1/5 — y, = _?351'an - %cost seklinde zel ¢oziimii bulunur.

Ornek: y*’+4y=3sin2x diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: ikinci tarafsiz denklemin ¢oziimii r1o=+2i — y1=Ki8in2x+K,cos2x dir. ikinci tarafli denklemin 6zel ¢ozimii; B=0, C=Ap?
— B=0, 4=1.22 oldugundan y,=x(Dsin2x+Ecos2x) seklindedir. Buradan y,’=(Dsin2x+Ecos2x)+x(2Dcos2x-2Esin2x),
y”’=2Dcos2x-2Esin2x+(2Dcos2x-2Esin2x)+x(-4Dsin2x-4Ecos2x) ifadeleri diferansiyel denklemde yerine konulup D ve E
katsayilar1 bulunur: D=0 ve E=-3/4. Ozel ¢éziim y,=(-3/4)xCos2x olur.

4)f(x)=e*R(x) seklinde ise 6zel ¢6zim icin y,=Z.e* seklinde fonksiyon alinip, Z degisken kabul edilerek, denklemde yerine
konulup Z belirlenir.

Ornek: y*’+4y’+4y=x%e>* diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

COzUM:r2+4r+4=0 — 11=r;=-2 — y1=(K1+xKz)e® olur. y,=Z.e>* doniistiirmesi yapilirsa Z’+10Z’+25Z=x? elde edilir. Bu

denklemi saglayan Z=ax?+bx+c seklinde olmaldir. Z’=2ax+b, Z>’=2a — 25ax?+(20a+25b)x+(2a+10b+25¢)=x?> — a=1/25, b=-
3

4125, c=6/625 — Z=(1/625)(25x2-20x+6) — y, = :7’; (25x% — 20x + 6) olur.

Ornek: y*’-4y=e> sin2x diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
Cozim: r2-4=0 — 11=2, 1,=-2 — y1 =K16>+K,.e>. Ikinci tarafli denklemin ¢oziimii y,=e%*.Z =e*(Asin2x+Bcos2x) tipinde
olmalidir. Bu denklem ve ikinci tiirevi diferansiyel denklemde yerine konularak A ve B sabitleri bulunursa; A=-1/20, B=-1/10

2x
bulunur. Bu durumda genel ¢oziim y = K, e?* + K,e™2* — ez—o(sian + 2cos2x) seklinde olur.

5)f(x) birkag fonksiyonun toplam1 seklinde ise, dzel ¢6ziim f(x)’i olusturan fonksiyonlarin her birine karsilik gelen 6zel
¢ozlimlerin toplamina esittir.

Ornek: y*’+y’-2y=x+sinx diferansiyel denklemini ¢éziniiz.

Coziim: Ikinci tarafsiz denklemin ¢oziimii r>+r-2=0 — r1=1, r,=-2 — y1=K;e*+Koe* seklinde olur. ikinci tarafli denklemin 6zel
cozimleri y,1=Ax?+Bx+C, y,,=Dsinx+Ecosx seklindedir. y11 ve tiirevleri diferansiyel denklemde yerlerine konursa (sagda sadece
x alarak); A=0, B=-1/2, C=-1/4 — y21=(-1/2)x-(1/4) bulunur. Y, ve tiirevleri diferansiyel denklemde yerlerine konursa (sagda
sadece sinx alarak); D=-3/10, E=-1/10 — y2»=(-1/10)(3sinx+cosx) bulunur. Bu durumda genel ¢6zim; y=y1+Yy»1+Y», olarak
yazilir.

3)Sabitin Degisim Kurah (Lagrange kurali):

Ikinci tarafsiz denklemin genel ¢oziimii biliniyorsa, ikinci tarafli denklemin ¢éziimii integral islemleriyle elde edilebilir.
Ay”’+By’+Cy=f(x) denkleminin ikinci tarafsizinin genel ¢6ziimi y=k1y:1+kzy», bunun tiirevinden (hem k hem y degisken kabul
edilir), ki’ y1+Kk2’y>=0 biitiinler sart1 segilerek, Aki’y1’+Bk;’y2’=f(x) elde edilir. Bu denklem sisteminden ki’ ve ko’ ¢6ziilerek
integralleri alinir ve y=k1y1+kzY ikinci tarafli denklemin genel ¢6ziimii bulunur.

Ornek: y”’+y=tanx diferansiyel denklemini ¢dziiniiz.

Coztm: ikinci tarafsiz denklemin ¢oziimii r>+1=0 — r=+i — y=kisinx+kocosx seklindedir. Ikinci tarafli denklemi ¢dzmek icin
bunun tiirevlerini alip diferansiyel denklemde yerine koyarak ki’ ve ko’ nii buluruz. Bulunan k’ lerin integrallerinden ¢6ziim
bulunur. y’=kicosx-kzsinx+k;’sinx+k;’cosx —k1’sinx+k,’cosx=0 segilirse y’=k1C08x-Kzsinx olur. y’’=-kiSinx-kK,cosx+k;’cosx-
k’sinx , bunlar denklemde yerlerine kondugunda k;’cosx-k,’sinx=tanx elde edilir. K’leri igeren iki denklemin ortak ¢6ztimiinden
k1’=sinx, ko’=-sin?x/cosx=cosx-secx; buradan integral almarak k;=-cosx+Cj, ko=sinx-log(secx+tanx)+C; bulunur. Bu durumda
genel ¢dzim y=C;sinx+C,cosx-cos.log(secx+tanx) olur.

4) nMERTEBEDEN LINEER VE SABIT KATSAYILI DIFERANSIYEL DENKLEMLER:
1)n.mertebeden lineer ve sabit katsayil ikinci tarafsiz diferansiyel denklemler:

Aoy W+A YD+ AN+ | +AL 1y D+Ay=0 diferansiyel denkleminin karakteristik denklemi Aor™+Aqr"+. . +Aq.1r+As=0
seklindedir. Karakteristik denklemin kokleri ¢oziimii belirler.

Ornek: y**’-y’’-4y’+4y=0 diferansiyel denklemini ¢dziiniiz.
COzUM: r3-r2-dr+4=0 — 1r1=1, 1,=-2, r;=2 — y=K;&*+Ke>+Kze> olur.

Ornek: y®+6y®+5y@-24y(1-36=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.



GOzUm: r*+6r3+5r2-24r-36=0 — (r+3)%(r>-4)=0 — 11=r,=-3, 13=2, 11=-2 — y=(K1+Kzx)e>+K3eZ+K,e > olur.
Ornek: y®-4y®+14y@-20yW+25y=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniz.

GOzUm: r*-4r3+14r2-20y+25=0 — (r2-2r+5)*=0 — r11,=1+2i, r34=1-2i — y=¢€* [(K1+KX)sin2x+(K3+Kax)cos2x] olur.
2)n.mertebeden lineer ve sabit katsayil ikinci tarafl diferansiyel denklemler:

a)f(X)=BoxP+B1xP1+...+B, ise yo=CoxP+CixP1+.. +Cp, ancak '™ karakteristik denklemin garpani, yani r=0 karakteristik denklemin
m katl bir kokii ise y,=x™(CoxP+CyxP1+...+Cp) olur.

b)f(x)=D.e** ise y,=Ke®, ancak(r-a)™ karakteristik denklemin bir ¢arpani, yani r=a karakteristik denklemin m katli bir kokii ise,
yo=Kx™Me®* olur.

¢)f(x)=Msinpx+Ncospx seklinde ise (bunlarm sadece biri de olabilir), y,=Asinpx+Bcospx, ancak(r?+p?)™ karakteristik denklemin
bir ¢arpani ise y>=XM(Asinpx+Bcospx) olur.

d)f(x)=e*¢(x) ise, y=Z.¢™ doniistiirmesi yapilir, sonra Z bilinmeyen kabul edilir ve Z’ye bagli denklem ¢oziiliir.

e)f(x) birkag fonksiyonun toplami seklinde ise; her fonksiyon ayr1 ayr1 alinarak dzel ¢6ziim bulunur, sonra bulunanlar toplanir.
Ornek: y9+2y@+y=x2+x diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Gozim: r*+2r2+1=0 — (r’+1)>=0 — r=+i (iki katl1) — y1=(C1X+C2)(Sinx+(CsX+C4)cosx olur.

yo=ax?+bx+c diferansiyel denklemde yerine konulup a, b, ¢ katsayilar1 bulunur. a=1, b=1, c=-4 — y,=x?+x-4 olur.

Ornek: y**’-2y”’-5y’+6y=e** diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

GOzUm: r3-2r2-5r+6=0 —(r-1)(r-3)(r+2)=0 — r1=1, 1,=3, r;=-2 — y1=C1&*+C,e>*+cse>* olur.

e*=e de r,=3=a karakteristik denklemin bir kokii oldugundan 6zel ¢ozim y,=Kxe** seklindedir. Bu ifade (y,) Ve tiirevleri
diferansiyel denklemde yerine konularak K=1/10 bulunur. Buradan y,=(1/10)xe** bulunur. Genel ¢oziim y=y;+y- dir.

Ornek: y*®+4y®=4cos4x diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
COzUm: r*+4r’=0 — r3(r+4)=0 — r1=0 (iig kath), r,=-4 — y1=(C1+Cox+Csx?)e™+e* olur.

Y2=Asindx+Bcos4x fonksiyonunun tlrevleri diferansiyel denklemde yerlerine konup A ve B bulunur. A=-1/128, B=1/128 —
y2=(1/128)(cos4x-sin4x) bulunur. Genel ¢dziim y=y1+y, dir.

n.mertebeden lineer diferansiyel denklemlerde sabitin degisimi kural (Lagrange kurali):

AgyM+A YD+ | +ALyD+Ay=1(x) diferansiyel denkleminin ikini tarafsiz kismmin ¢oziimii y=c1y1+CoY>+...+cyn seklinde
olsun. Y ve y’nin tiirevleri ¢’ler ve yn ler degisken kabul edilerek alinir ve diferansiyel denklemde yerlerine konulur. Denklemi
saglama sartlar1 uygulanir ve integral islemleri yardimiyla c’ler hesaplanir.

Ornek: y®+y®=cosecx diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

COzUm: r*+1=0 — 1r1=0, r;=i, r3=-1 — y=c1+CzSinx+cscosx dir. y’nin tiirevleri almip (c ler de degisken kabul edilir), ¢’nin tiirevi
olan terimler sifira, diferansiyel denklemde yerine konulan kisimda cosecx’e esit olmalidir. Bu durumda ¢;’+c’sinx+c3’cosx=0,
C2’cosx-C3’sinx=0, -C,’sinx-C3’cosx=cosecx denklem sistemi elde edilir. Buradan ci’=cosecx, ¢2’=-1, C3’=-cotx; bunlarmn
integrallerinden ci=log(cosecx-cotgx)+Kji, c.=-x+Kj, cs=-logsinx+Kg3 elde edilir. Bu durumda ¢6zlim;
y=K1+Kzsinx+Kszcosx+log(cosecx-cotgx)-cosx.logsinx-xsinx olur.

5) DEGISKEN KATSAYILI DIFERANSIYEL DENKLEMLER:

Euler (veya Cauchy) diferansiyel denklemi:

n-1

Apx™ ;C—Zy + A x™t ddx"—1 y+--+ An_lx%y + A,y = f(x) seklindeki lineer denkleme Euler denklemi denir. Bu denkleme

x=g' doniistiirmesi yapilirsa denklem sabit katsayil1 lineer denkleme déniisiir. Dx=d/dx, D=d/dt tliretme operatorleri olup,
XDyy=Dyy, X?Dy?y=(D¢?-D;)y=D¢(D¢-1)y,.... den x*Dyy=D¢(D¢-1)(Dr-2)...(D-k+1)y formilii elde edilir. Bu formiille bulunan
terimler diferansiyel denklemde yerlerine kondugunda denklem sabit katsayili denkleme ve f(e') ye doniismiis olur.

Py 2 - - - - m . I
Ornek: x?2 % + Sx% + 5y = x? diferansiyel denklemini ¢6ziiniz.

Go6zim: x=e' déniistirmesi yapilirsa; [D, (D, — 1)(D, — 2) + 5D,(D, — 1) + 5D,]y = e?* olur. Buradan (DZ+2D32+2D,)y=e* —
r(r?4+2r+2)=0 —r11=0, r;=+2i, rs=-2i — y1(t)=K1+Kzsin2t+Kzcos2t; y,(t)=C.e* — (denklemde yerine kondugunda) C=1/18 —
y2(t)=(1/18)e?. Burada t=Inx g¢dziimlerde yerlerine kondugunda; y = K; + K, sin(inx) + K5 cos(Ilnx) + %xz bulunur.



6) DIFERANSIYEL DENKLEM SiSTEMLERI:

X bagimsiz degiskeni, x in bilinmeyen yi, Yo, ...,yn fonksiyonlarini ve bu fonksiyonlarin ¢esitli dereceden tiirevlerini igeren; fi(X,
Vi, Y17 V1775 Yy Y0 'ue)=0, 0O Y1, V7, Y170, Yy Vil )20, oo, T0(X, Y1, Y20, v170se -, Yy Yi,..)=0 seklindeki n denklemden
olugan bir sisteme_adi diferansiyel denklem sistemi denir. Bu sistemde bilinmeyen fonksiyon sayisi kadar denklem vardir. bir
denklemde, denklem sayisi bilinmeyen fonksiyonlarm sayisina esit ve sistemin her denklemi bilinmeyen fonksiyonlardan birinin
en biiyiik dereceli tiirevine gore ¢ozlilmiisse sisteme, kanonik sistem denir.

Ozellikleri: 1)denklem say1s1 bilinmeyen sayisina esit olmali, 2)Denklemlerden biri bilinmeyen fonksiyonlardan birinin, sistemde
mevcut en yiiksek dereceli tiirevine gore ¢ozlilmiis olmali, 3)Birinci taraftaki tiirevler ikinci taraflarda bulunmayacak.

1)Asal integrallerin hesabu:

dy dy dy - - dy dy day.
_axl =001, s V) _dxz = £, Y1) s Vo)s ...,—dx" = f,(x, ¥4, ..., y,,) normal sisteminden dx = —fl = —22 == —f"
1 n

olarak yazilabilir. Boyle sistemleri ¢ézmek i¢in genelde kural

veya

dx _ dy, o dyn
CYLe¥n)  YiCEYLeyn)  Ya(y1en)
yoktur. Yidx=Xdyx,...,Yndyn1=Ynady, denklemlerinden hepsi veya birkag tanesi ¢oziilmesi yolu ile sonuca gidilir. Bu
denklemlerin hig biri cbzulemiyorsa X, yi, Y, ...,yn NN o, w,... , un gibi nt+1 fonksiyonu aranir: poX+u1Ys+...+unYn=0 ve
podx+adys+. . . +undyn=dF=0 .

daha genel olarak "

Ornek: & = 2 _ %2 _ _Y _ genklem sisteminin asal integrallerini bulunuz.
dx  (z=y)* dx  (z-y)
s, dx o dy  dz : _ 2 o dx _ dy-dz _ _ d(z-y) (. ) \2—
Cozim: Gor -5 ydy-zdz=0 — y*-z°=C1 — o oy C T dx=-(z-y)d(z-y) — x+(1/2)(z-y)*=c; olur.

2)Normal sistemin ¢ozimu:

% = .06 Y1, s Vi) s % AR ) ...,% = f,(x, ¥4, ..., ¥,,) normal sisteminde, tiirevler ile bir denklem tiiretilir,

oradan bulunan ¢6ziim diger denklemlerde yerine konularak sonuca gidilir.
Ornek: Z—z =x—2y—zve Z—i = —4y + z + e~* denklem sistemini ¢dzinuz.

. 2 2

G0Ozum: Ik denklem x’e gore tiirevi alinirsa; 37321 =1-2 Z—z - Z—fc ve dz/dx yerine ikinci denklemdeki karsilig1 yazilirsa, % =
. 2

1-2 Z—z +4y —z—e* elde edilir. [k denklemden z’yi ¢ekip burada yerine koyarsak % + % —6y=—x+1—e* elde

- _ 1 5 1 _ .. . .
edilir. Bu denklemin ¢ozimi y = c;e ™ + c,e?* + cx—tce *, y’nin bu ifadesi birinci denklemde yerine konularak z

. _ 2 1 1 _ . . . . . v e e e
cekilirse, z = c;e73% — 4c,e?* + ;X+t5—ze * bulunur. y ve z’nin bulunan ifadeleri sistemin genel ¢6ztimiidiir.

Ornek: 2y’=z"? ve y=z+xz’ olarak verilen denklem sistemini ¢oziiniiz.

’

(oziim: Ikinci denklemin tiirevini alip birinci denklemde yerine koyarsak; y’=2z"+xz’* — 2xz’’=z’(z’-4) olur. z’=p dersek

R _ 2 . . - - _2 _ 2 4x
2xp’+4p=p° olur. Bu bir Bernoulli denklemidir. C6ziim z marctanzﬁx +c, vey ﬁarctanZJc_lx +c, + Trie? olur.

3)Sabit katsayili lineer diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimii:

P11(D)y1+P12(D)y2+. . .+P1n(d)yn:f1(x), P21(D)y1+P22(D)yz+. . .+P2n(d)yn:f2(x), e, Pnl(D)y1+Pn2(D)y2+. . .+Pnn(d)yn:fn(x) denklem

P11(D) Pln(D)
sitemi D=d/dx tiiretme operatérlerinin fonksiyonlaridir. Bu sistemlerde y1, Yo, ..., yn ler; A= : : 0
Pnl(D) Pnn(D)
determinant ile ¢ozulebilirler.
Ornek: 2(D-2)y:1+(D-1)y.=€* ve (D+3)y1+Y,=0 denklem sistemini ¢ozliniiz.
... |2(D=2) (D-1)| _ ) 20-2) D-D|_ _1e*¥ (D-1) 20-2) O-1)|.
Cozim:A= 1y gy g | =@ FD= sy o 1=y g ®+3) 1 |27
2(D-2 x x
((D + 3)) eo — (D? + 1)y, = —e*ve (D? + 1)y, = 4e* — y, = c¢,cosx + ¢, sinx — e? Ve y, = czcosx + ¢ sinx + 4e*

olur. Burada ¢z Ve C4, C1 Ve C; tiitinden yazilabilir. Bu durumda y; ve Y, ifadeleri denklem sisteminin ikincisinde yerine konulursa;
C3=-(3C1+Cy) Ve €4=C1-3C; olur.

4)Lineer ve sabit katsayil bir normal diferansiyel denklem sisteminin matrisler yardimyla ¢6ziimii:

dx
d_tl = 11X + QypXp + o F QX + fi(E)

dx:
d_tz = A%y + AyXp + o+ Apn Xy + 5 (8)



d_tn = ApaXq t QX + o0+ QX + fn(t)

Seklindeki sistem, sabit katsayili lineer ve homojen olmayan normal bir sistemdir. Bu sistemde fi(t)=f>(t)=...=f;(t)=0 ise sistem,
homojen sistem olur. Homojen olmayan lineer sistemin genel ¢ozimind bulmak igin, 6ncelikle homojen sistemin genel ¢6zimi
bulunur. Sonra homojen olmayan sistemin bir 6zel ¢oziimii aranir ve bunlar toplanr.

dx;
at
homojen i lse — = X0 a;x% =0 veya — — Ax = 0 seklini alir. Bu sistemin ¢oziimii Y7, ¢, x® (t) seklinde yazilabilir.

= Xj=1 aux + f;(t) veya matrisler seklmde yazilabilir. Sltem— = Ax + f(t) matrisleri iceren diferansiyel denklem, sistem

Homojen olmayan sistemin genel gozumu x(t) = @(t) + X7, ¢, x® (t) seklinde olur. Homojen denklem sisteminde x; =
a e’ x, = aye®t | ... x, = a,e"* seklinde aranan dzel ¢oziimler denklemlerde yerine konulup denklemeler sifira esitlenir. Bu

ap, —k - Qin
durumda elde edilen denklem sisteminin katsayilar determinant1 A(k) = : : dir. k, bu determinanti sifirr
Qn1 Oy —k
yapmiyorsa sistemin ancak 1= 0z=...= 0;=0 seklinde asikar ¢ozlimleri olur; x1(t)=X2(t)=...=xn(t)=0. Sistemin asikar olmayan

¢ozlimlerini elde etmek icin k’y1 A(k)= 0 olacak sekilde segmeliyiz. Bu durumda k denklemin karakteristik kokleri olur.

d d e
Ornek: =% = x; — 2x, Ve ﬁ = x, — 2x, denklem sistemini ¢éziiniiz.

Co6zim: x;=aseX ve X;=026" olsun. Bunlarin tiirevleri almip denklemlerde yerlerine konursa; ko e¥=01€X-206" ve kooe<=aye-
1- -2
k —k2—2k—3=
-2 1-k
0 olur. Buradan k;=3 ve ky=-1 olur. k=k;=3 denklemlerde yerlerine konularak a;=-0, bulunur. Burada a;=1 ise a,=-1 olur ve buna
gore ¢ozlimler x;=e™, x,=-e* olur. k=kp=-1 i¢in c;=a,=1 ve buradan ¢oziimler x;=e*, x,=e* olur. Buradan genel ¢6ziim

20164 — (1-k)az-202=0 ve -201+(1-k)a=0 elde edilir. Bu sistemin karakteristik denklemi,

X
x1=C1e%+coe", Xz=-c1e¥+coe veya [xi] =e’t [_11] +cet [ﬂ seklinde olur.

Ornek: Z—’Z =-5x+5y+7z, Z—’t' =-2x+2y+3z, % = —4x + 5y + 4z denklem sistemini ¢6zliniz.

-5 5 7
C6zim: Bu sistem matrisler yardimiyla Z—f = [—2 2 3| X seklinde yazilir ve x=AeX, y=Be¥, z=Ce¥ alinirsa; (-5-
—4 5 4

K)A+5B+7C=0, -2A+(2-k)B+3C=0, -4A+5B+(4-k)C=0 denklemleri elde edilir. Karakteristik denklem ve kokleri
—5—k 5 7
-2 2—k 3
—4 5 4—k
bulunur. B=1 segilirse A=2, B=1, C=1 ve ¢ozlimler; x=2¢', y=¢', z=€' olur. k,=i segilirse A=1+7i, B=1+3i, C=-1+3i ve ¢Oziimler;
x=(1+7i)e"=(1+7i)(cost+isint), y=(1+3i)(cost+isint), z=(-1+3i)(cost+isint) olur. ks=-i secilirse A=1-7i, B=1-3i, C=-1-3i ve
cozuimler; x=(1-7i)e"=(1-7i)(cost-isint), y=(1-3i)(cost-isint), z=(-1-3i)(cost-isint) olur. Buna gdre sistemin genel ¢6zimi; X =
2 cost — 7sint 7cost + sint
Cq [1
1

cost — 3sint |+ (¢, — ¢3)i [3cost + sint
7) KISMi TUREVLI DENKLEMLER:

=k3—k?+k—1=((—1)(k?>+1) =0 — ki=1, ko=i, ks=-i seklinde elde edilir. K=1 igin A=2B

et + (c; + ¢3) olur.

—cost — 3sint 3cost — sint

1)Ozel sekillerdeki kismi tiirevli denklemler:

a)w + a?z(x,y) = 0 denkleminin ¢6ztim:

r’+o?=0 — r=+ai ve bu denklemin genel ¢dziimii z=¢1(y) cosax+@z(y) sinox seklinde x ve y’ye bagh olacaktir. Buradaki ¢(y)’ler
keyfi fonksiyonlardir.

b) o z(”) + P(x, )6zi(:;y) = Q(x, y) denkleminin ¢ozimu:

Z—JZC = p doniistiirmesi yapildiginda Z—: + P(x,y)p = Q(x,y) olur. Burada x bagimsiz degisken ve y parametre olarak kabul

edildiginde, denklem birinci dereceden lineer diferansiyel denklem olur. Bu durumda genel ¢oziim; z = [ e~/ P4x[ [ e/ PaxQdx +
a,(¥)]dx + a,(y) seklinde olur.

) L) d? Z(x y) al(x y)

c + P(x,y) —== = Q(x,y) denkleminin ¢dzimd:



Z—i = p doniistiirmesi yapildiginda Z—; + P(x,y)p = Q(x,y) olur. Burada, y bagimsiz degisken ve x parametre olarak kabul

edildiginde, denklem birinci dereceden lineer diferansiyel denklem olur. Bu durumda genel ¢oziim; z = [ e~/ Pdy [ ) el Py Qdy +
a, (x)]dx + a,(y) seklinde olur.

ZZ X zZ(x . L .
d) =52 + P(y) 22 + Q(y)z(x, ) = 0 denkleminin goziimi:

ax
x bagimsiz degigsken ve y parametre olarak kabul edildiginde denklem, birinci dereceden sabit katsayili ikinci tarafsiz diferansiyel
denklem olur. r+P(y)r+Q(y)=0 ‘nin kokleri ri(y) ve ra(y) ise genel ¢6ziim z = a, (y)e™ % + a, (y)e™2¥* seklinde olur.
2)Birinci mertebeden lineer kismi tiirevli denklemler:

P(x,y,2) Z—i +Q(x,y,2) Z—JZ/ = R(x,y, z) seklindeki denklemlerdir. Bu denklem Z—i ve Z—; tirevlerine gore lineerdir. Denklemin

yardimer sistemi dx/P(X,y,2)=dy/Q(x,y,z)=dz/R(X,y,z) ve u(X,y,z)=c1, V(X,y,Z)=C; ve F(u,v)=0 almarak ¢o6ziiliirler.
Omek: (y — 2) Z—i +(z—x) Z—JZ/ = (x — y) kismi tiirevli denklemini ¢oziiniiz.

Cozlm: % = Zd%; = xdey — (y-2)*+(z-X)+(X-y)=0 ve x(y-z)+y(z-X)+z(X-y)=0 — dx+dy+dz=0 ve xdx+ydy+zdz=0 — x+y+z=c, ve

X2+y?+7%=c, asal integralleri elde edilir. Bunlara gére kismi tiirevli denklemin ¢ozimi, F(x+y+z, x?+y?+z%)=0 olur.
3)Birinci mertebeden lineer ve sabit katsayih kismi tiirevli denklemler:

a)Denklemin hiperbolik, parabolik ve eliptik sekillere déniistiiriilmesi:

2 2
07z +C 2z seklindeki kismi tiirevli denklemin incelenmesi.
dxdy dy?

9%z
Aﬁ + 2B

A, B, C katsayilarinin hepsi sifirdan farkli ve reel olmasi kosuluyla bu denklem ikinci mertebeden sabit katsayili lineer ve
3%z 3%z
T axdy o 'W

2 2
v=x+By alimrsa, burada o ve B reel be birbirinden farkl: iki sayidir, (A + 2Ba + Ca?) % +2[A+ B(a+ B) + Cap] % +

2
homojen kismi tiirevli denklemdir. % = =t almirsa Ar+2Bs+Ct=0 olur. Bu denklemi ¢6zmek i¢in u=x+ay,

2
(A+2Bp +Cp? 272 = 0 olur. Buradaki a ve B sabitleri denklemi basit hale getirecek sekilde segilir.

1)AC-B?<0Q ise % = 0 hiperbolik tip denklem ve ¢c6zimu Z—z =fw-z=[fWdu+G6w)>z=F(x+ay)+
G(x + By) seklindedir.

2
2)AC-B?=0 ise % = 0 parabolik tip denklem ve ¢oziimii z=vF(u)+G(v) — z=(x+Py)F(x+ay)+G(x+ay) seklindedir.

2 2
3)AC-B%>0 ise % + % = 0 eliptik tip denklem ve ¢ozimi z=F(u+iv)+G(u-iv) seklindedir.

. 2% a? i VTR . PR
Omek: — ———+ 222 =0 kismi tirevli diferansiyel denklemi ¢oziiniiz.
ax oxdy ady

2
Coziim: u=x+y ve v=y doniistirmesi yapildiginda % -2 :—i = 0 elde edilir. Bu denkleme Z—i = p doniistirmesi yapildiginda

Z—z —2p =0 olur. Buradan logp-2v=logf(u) — p=e?f(u) — z=e?F(x+y)+G(y) olur.

3)MODELLEME:
1)Serbest diisme:

Surtinmesiz ortamda y(0)=0 dan y(0) = 0 ilk hizsiz serbest birakilan m kiitleli bir cisme hareketi boyunca —y ekseni yoniinde

G = —m. g.] yercekimi kuvveti (agirlik) etki eder. Burada j, +y yoniinde birim vektérdur. Bu durumda cisme etki eden net kuvvet
- 2y

Fpep =m.d = m.%it) = —mgj dir. Bu denklem skaler olarak yazilirsa; = g olur. Denklemin ¢ozimi; r>=0 — r1,,=0 —
y1=C1+Czt olur. ikinci tarafin ¢dziimii igin y,=pt?+qt+k nin ikinci tirevi denklemde yerine konursa 2p=g — p=g/2 , ¢=0, c=0 —
y2=(1/2)gt? olur. Genel ¢6zim y=y;+y,=c1+C,t+(1/2)gt? , sinir kosullarmdan ¢1=0, y(0) = c, + 0 =0 — ¢, = 0 ve buradan

genel ¢cozim y(t) = %gt2 olarak bulunur.

2)Parasiit:

Parasiite etki eden kuvvetler asagiya dogru agirlik ve yukariya dogru havanin direng (siirtiinme) kuvvetidir. Direng kuvveti
Fe=K.A.V?, agirlik G=m.g dir. Burada K parasiitiin geometrik yapisi ile havaya gore yogunluguna baglh sabit, A parasiitiin



hareketine dik en biiyiik kesit alani, v ise hizdir. Parasiite etki eden net kuvvet Fre=G-Fqg — mv = mg — bv? dir. Burada b=KA

dir. Bu durumda —Z: =g- %vz olur. Bu denklem v(0)=0 baslangi¢ kosullarinda ¢oziiliir. 01; dlf - = fot dt —
g——v
m Nb [ — ¢ [ In |k+1i
0 0

_m — t — |™g —
59 In J: =e " Hv= I [1+e qt] olur. Burada g = } dir. Bu durumda

t=0 iken v=0, to>oo da v = / % = vy;,,, hiz kosullar1 saglanir.

k+v

3)Newton’un soguma kanunu:

Herhangi bir t aninda binanin i¢ sicakligi T(t), dis sicakligi Ta=sabit olsun. Newton’un soguma kanununa gore; bina igindeki

sicakligin zamana gore degisimi i¢ ve dis sicaklik farki ile dogru orantilidir. Bu durumda Z—: = k(T —T,) olur. Buradan % =
1A

ZA =k[dt—>WnT—T, =kt+c > T(t) =T, + C.e* olur. Burada C sabiti baslangig veya sinir kosullarmdan

bulunur. Ornegin bir binanm 1s1 iletim/yalitim katsayis1 yaklagik olarak belirlenecektir. Binanin i¢ sicaklig1 25 C°, disardaki hava
sicakligr -15 C° dir. Higbir 1s1tic1 kullanmadan 10 saat sonra bina ici sicakligi 5 C°, bina dis1 sicakligr -15 C° dir. Bu durumda k
iletim katsayis1 yaklasik kagtir?. flk durum igin 25=-15+C.e*° — C=40 olur. Son durumda 5=-15+40.6%%°k —; In(1/2)=36000.k
— -2.10 1/saniye olur.

4)Silindir bir taktaki bir delikten akan su (Torricelli kanunu):

I¢i su dulu tankin iist kismimin yiizey alan1 B, deligin alan1 A, baslangigta deligin su yiizeyine olan uzakligi H, suyun delikten gikis

katsayis1 k olsun. Bir t aninda su yiizeyi delikten h(t) kadar yiiksekte iken v(t) = k./4gh(t) olur. Delikten At siirede akan suyun

hacmi AVp=A.v.At, tankta azalan su hacmi AVt=-B.Ah ve bunlarin esitliginden —-B.Ah=A.v.At — % = - gv — % BAk 2gh

1 1 2
— :% =— Bkiﬁ fot dt — 2 (hE - HE) = Bk‘/_ - h(t) = <H1/2 Akf t> seklinde h(t) bulunur. Tankin delige kadar

bosalma siiresi h=0 — ¢, = 25t

AkJ_

olarak bulunur.

5)Basit sarkag:

M kiitleli ve L uzunluklu bir basit sarka¢ denge konumundan 6o acis1 kadar ayrilip serbest birakiliyor. Siirtiinmeler 6nemsiz ve
00<10° dir. Sarkacm ipi bir t aninda denge dogrultusu 0 agis1 yapsin. Bu durumda sarkag kiitlesine etkiyen G=mg agirlik
kuvvetinin hareket yoriingesine teget ve dik bilesenleri sirasiyla; FT=mgsin6 Fn=mgcosH biiyiikliigiindedir. Hareket

2
dogrultusundaki bllesen teget bilesen oldugundan m.a=-mgsinf — - (L Z—f) = —gsinf — % + %sin@ = 0 olur. Bu denklem

sin®=0 durumundan F + w26 = 0 olur. Burada w?=g/I dir. Denklemin genel ¢ozim r>+w?=0 — 11 ,=tiw —
0(t)=A.sinwt+B.coswt seklinde olur. Buradaki A ve B katsayilar1 baglangi¢ kosullarindan belirlenir; t=0 da 6=0, ve d6(0)/dt=0
alinirsa A=0, B=0y — 0(t)=00.cos(wt+f) olur. Burada [ faz agisidir.

6)Radyoaktif bozunma:

Baglangigta bozunmamis radyoaktif ¢ekirdek sayisi No, bir t aninda bozunmamus ¢ekirdek sayisi N(t) olsun. Radyoaktif bozunum
kanununa gdre bozunum hizi ¢ekirdek sayisi ile dogru orantilidir. Bu durumda AN = —k.N. At — 7 = —k.dt —

fl\ll\;%\' =—k fo dt —In (N—O) = —kt - N(t) = Nye "t olur. Buradaki k radyoaktif bozunma sabitidir, 1/k ortalama omurdr.

Yar1 6miir No/2=No.e™ — ty,=In2/k olur. Cogalma popiilasyonunda AN=kNAt alinir.

7)Seri RLC devresinde akim:

Seri bir RLC devresinde gerilimlerin toplami1 kaynak gerilimine esittir. Bu devrede R direnci, L bobin indiiktansi, C condansator
kapasitansi, V(t) kaynak gerilimidir. Devreden gecen akim i(t) ise; LE +Ri+= f idt = v(t) dir. V(t)=Vmsinwt olsun. Bu

durumda integralden kurtarmak igin her iki tarafin tiirevi alinir; L + R + —l = wlj, coswt . Sol taraf icin

Dt [ B2-a)
rHR/L)rH1/LC)=0 — 13 , = —————==karakeristik koklere gore i1 bulunur. Sag taraf icin i;=Asinwt+Bcoswt seklinde

¢oziim denenerek A ve B katsayilar1 belirlenir. Genel ¢oziim i(t)=i1(t)+iz(t) seklinde olur.

Ornegin R=4 ohm, L=2 Henry, C=1/2 Farad, V=5 Volt, w=30 rad/s ise i(t) yi bulalim. Baslangigta i(0)=0 ve i’(0)=0 olsun.
Diferansiyel denklem; 2i" + 4i’ + 2i = 150.sin30t —Xkararl hal ¢6ziimii r>+2r+1=0 —r1,=-1 — iy(t)=(Ki+Kz.t)e* olur. Ozel
¢Ozim ix(t)=A.sin30t+Bcos30t — denklemde yerine konularak A=-0,0055, B=-0,082 — i»(t)=-0,0055sin30t-0,082c0s30t olur.
Genel ¢6zim; i(t)=(Ki+Kat)e'-0,0055sin30t-0,082co0s30t seklinde olur. Baslangig kosullarindan i(0)=0=K;-0,082 — K;,=0,082,
1’(0)=0=K>-(0,082+0)-0,165+0 — K>=0,247 olur. Genel ¢dzim; i(t)=(0,082+0,247t)e*-0,0055sin30t-0,082c0s30t olur.



8)ipte olusturulan dalganin yayilma hiz:

Uzunlugu L, kiitlesi M ve gerilme kuvveti T olan bir ip iizerinde olusturulan kiigiik bir titresimin yayilma hizin1 bulalim. Ip
iizerinde alinan As uzunlugundaki kiigiik parcanin iizerine etki eden kuvvetler sekildeki gibi olur. T gerilme kuvvetlerinin yatay
bilesenlerinin toplamu sifirdir. Diisey bilesenlerinin toplam ise, titresim diiseyde oldugundan, ), T, = 2Tsinf = m.a,, dir. Kiiglk

. M.As (v? 2TORL TL T T
acgilarda sin0~0 alinirsa, 2T.0 = (—) > pv2l="r—= 05 p2=— 5 2 =— > v = |- olarak hiz bulunur. Burada p ,
L \R MAs M M/L u

ipin ¢izgisel yogunlugudur.
9)Bir boyutta dalga denklemi:

Ipte olusturulan titresimde acilar1 bir birinden farkl alalim; soldaki ac1 01, sagdaki a1 0 olsun. Ip pargasina etki eden yatayda
toplam kuvvet sifir, titresim enine oldugundan diiseydeki toplam kuvvet T.sin6,-TsinB1=may olur. Kiiciik a¢1 yaklagimmdan
dy. dy.
0~ = Y () |2y S ordy (@2l pdly _ dly
(sinf~tan6) dir. Bu durumda Ttan6;-Ttan8,=may — T [(dx)2 (dx)l] =m_5 2 Loz [ ™ T e

2
Py _ 1 y(x 9 seklinde bir boyutta dalga denklemi bulunur.

dt? vz
T . . da?G(t) _ d? F(x)
Bu denklemi ¢ozelim. Y (x,t)=F(x).G(t) alip denklemde yerine koyarsak F(x) 7 = G( ) olur. Bu denklemin her iki
tarafi da -w? ye esit olsun. Bu durumda G(t) wiG(t) =0 ve —= a F(x) + v2w?F(x) = 0 olur. Burada (wWv)?=k? alindiginda;

F(x)=Assinkx+Bscoskx, G(t)= Azsmwt+Bzcoswt elde edilir. Genel gozum Y (X,t)=[(A1sinkx+Bicoskx) (Azsinwt+Bacoswt) ] —
Y (x,t)=Asin(kx-wt)+Bcos(kx-wt) olur. Baslangi¢ kosullar1 kullanildiginda Y (x,t)=Asin(kx-wt) olur.

10)S6numll harmonik hareket:

Yay sabiti k olan bir yaya bagli m kiitleli bir cisim siirtiinmeli bir ortamda harmonik hareket yapiyor olsun. SGniim sabiti b, séniim
kuvveti F=-bv seklinde hiza baghdir. Hareket siiresince cismin hareketine katkida bulunan siiriicti kuvvet F(t)=Focoswt olsun.

Bu durumda hareket denklemi m.a=-kx-bv+F(t) — a+(k/m)x+(b/m)v=(F/m) — X + I'x + wix = %coswt dir. Bu denklemin

-t [r2-awg - . I
kararli hal ¢oziimii r2+IT+wWo?=0 — 1, , = ——— karakteristik koklerin 6zelliklerine gore xu(t) yazilir. Bu durumda Wi 2=wo2-
I'?/4 alirsak x (t)=e" M2t [Asinwgt+B;coswit] seklinde olur. Tkinci tarafli denklemin ¢oziimii x2(t)=Azsinwt+B,coswt seklinde

olmalidir. Bu ifade ve tiirevleri denklemde yerlerine konarak A, ve B; katsayilari bulunur. Bu durumda A4, = fn[(zr)—w(r)z]
wg-w2)"+(rw

ve B, = & olur. Burada A, sogurgan genlik, By ise esnek genliktir. Buradan genel ¢6ziim x(t)=x(t)+xz(t) olur.
m[(w —W2) +(rw )2]
Alstirmalar:

1)y?dx+(2y?-1)dy=0 diferansiyel denklemini ¢6ziinliz. (Cevap: x=-1/y-2y+c ) =

2)(xy?+x)dx+(x?y+y)dy=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz. (Cevap: (x?+1)(y?+1)=c)

3)(x+2y-2)dx+(2x-y+3)dy=0 diferansiyel denklemini ¢oziinlz. (Cevap: x%/2+2xy-2x-y?/2+3y=c )



4)y’-(1/X)y=x" (n#0 ) diferansiyel denklemini ¢dziiniiz. (Cevap: y=(x"*1/n)+cx )

x)20—]1 = x diferansiyel denklemini ¢ozlinuz. (Cevap: y=x2-1+c(x?-1)¥2 )

d
5)ﬁ -

6)y=xy’+y’? diferansiyel denklemini ¢ozliniiz. (Cevap: y=cx+c? ; y=-x%/4)

7)y’+ycosx=sinx.cosx diferansiyel denklemini ¢dziiniiz. (Cevap: y=ce S"™+sinx-1)

8)y’=(y/x)+tan(y/x) diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz. (Cevap: y=x.Arcsincx )

9)yy’+y*=cosx diferansiyel denklemini ¢ozlnlz. (Cevap: y?=ce?*+(2/5)sinx+(4/5)cosx )

10)(2e*+y*)dy-ye*dx=0 diferansiyel denklemini ¢ozin(iz. (Cevap: cy?=2e*-y* )

11)e*¥y’=1 denklemini x=1 i¢in y=1 baslangi¢ kosullarina gore ¢oziiniiz. (Cevap: y=X)



12)y’+y=cosx diferansiyel denklemini x=0 i¢in y=1/2 baslangi¢ kosullarma gore ¢ozliniiz. (Cevap: y=(1/2)(sinx+cosx) )

13)y”’=e?+cos2x diferansiyel denklemini ¢oziintiz. (Cevap: y=(1/4)e*-(1/4)cos2x+ci1X + C )

14)y>°-2y’=e* diferansiyel denklemini ¢oziintiz. (Cevap: y=(1/4)(2x-1)e?+c1e?+c; )

15)y”’+y’=sinx diferansiyel denklemini, x=n/2 i¢in y=-3 ve y’=1/2 , sartlarina gore ¢oziiniiz. (Cevap: y=-(1/2)(cosx+sinx+5) )

16)y’’-4y’+3y=0 diferansiyel denklemini ¢dziiniiz. (Cevap: y=c1€*+Ce%* )

17)y”’+2y’+2y=0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz. (Cevap: y=e™(C1C0SX+C2Sinx)

18)y”’+3y’+2y=0 diferansiyel denklemini y(0)=1, y’(0)=-1 kosullarina gore ¢éziiniiz. (Cevap: y=e¢™ )

19)y’’-2y’+y=e* diferansiyel denklemini ¢oziinliz. (Cevap: y=e*[(1/2)x*+cix+c2] )

20)y”’+2y’+2y=sin2x diferansiyel denklemini ¢6ziinliz. (Cevap: y=e™*(c1c0sX+C2Sinx)-(1/5)cos2x-(1/10)sin2x )



21)y’’+y’-6y=xe> diferansiyel denklemini ¢ozliniiz. (Cevap: y=CleZ*+Coe*+x(x/10-1/25)e?* )

22)y’’-4y=e¥sin2x diferansiyel denklemini ¢6ziintiz. (Cevap: y=cie2+c,e?-e2/20(sin2x+2c0s2X) )

23)y’’-2y’+y=e*/x diferansiyel denklemini sabitin degisimi kurali ile ¢oziintiz. (Cevap: y=(c1+CoX)e*+xe*Inx )

24)y®+6y>>+16y=0 diferansiyel denklemini ¢éziiniiz. (Cevap: y=(c1+C2X)C0S2X+(Ca+CsX)SiN2X )

25)x%y>’-2xy’+2y=0 diferansiyel denklemini (Euler denklemi) ¢6ziiniiz. (Cevap: y=Cix+C2x? )

26)x%y’’-4xy’+6y=x diferansiyel denklemini ¢dziiniiz. (Cevap: y=c1X3+Cox?+x/2 )

d
ﬁ+4y+7z=0 y = (cx +c)e™

27) z=—(c;x+ C71 +cy)e3x

dz
E—7y—102—0

diferansiyel denklem sistemini ¢dziinliz. (Cevap: {



28)dy/dx=4y+2z+x ve dz/dx=-y+z diferansiyel denklem sistemini ¢éziinliz. (Cevap: y=-x/6+1/36-2¢;e%*-C,6>* ve z=-x/6-
5/36+C1e3+ce%% )

29)(D+1)%y1+2Dy,+3Dys=1 , Dy1+Yy3=0 ve y;-Dy»-Dy3=0 diferansiyel denklem sistemini ¢oziinliz. (Cevap: y11/3+c163? | y,=x/3-
13/6¢18°3%+¢y, y3=3/2¢16°X2)

9%z 9%z 9%z . . e .
30)@ -2 way Sy 0 kismi diferansiyel denklemini ¢6zliniiz. (Cevap: z=f(3x+y)+g(x-y) )
Mehmet Taskan
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