KLASIK MEKANIK-2
BOLUM-7

IKi-CiSIM PROBLEMI

1)KUTLE MERKEZI VE GORELiIi KOORDINATLAR: Konum vektérleri rive o,

kiitleleri m;ve m; olan iki parcacigin bir birine uyguladigi kuvvet F ise, bunlarin diizgiin bir g kiitle-

¢ekim alani i¢inde hareket denklemleri; mi; =m,g+F , m,r, = m,g—F olur. Buradaki r; ve 1
m 1, + m,r,

yerine bunlar cinsinden tanimlanan kiitle merkezinin konumu R = T am. Y goreli konum
m, +m
1 2

¥ =r =7, yi kullanmak daha uygun olur. Buradan, 1 = indirgenmis Kiitle olmak tizere,

m+~m,

hareket denklemini p (d*/dt*)=F seklinde elde ederiz. Kiitle merkezinin momentumu M(dR/dt)
- Y . . o | 1,
=P=sabit, acisal momentumu ise J=MRx R+ p7 x7 , kinetik enerjisi ise 7 = EMR2 +5},l7"2

olarak bulunur. Burada M=m,+m; dir.

2)KUTLE MERKEZiI CERCEVESI: Bir sistemin hareketini cogu kez, referans
cergevesinin orijinini kiitle merkezinde ve durgun olarak incelemek uygun olur. Bu kiitle merkezi
cergevesidir. Kiitle merkezine ait biiyiikliikleri gostermek icin, istlerine yildiz kullanacagiz. Bu
durumda iki parcacikli sistemin kiitle merkezi c¢ercevesinde momentumu P*=u(dr/dt), acisal
momentumu J* =7 x P* ve kinetik enerji de T*=(1/2)p.(dr/dt) olur.

Bir gezegen c¢evresinde dolanan bir uydunun hareketini incelerken kiitle merkezi ¢ercevesinden
yararlanilabilir. Buna iyi bir 6rnek Diinya-Ay ikilisidir. Bu durumda Diinya-Ay ikilisinin kiitle
merkezi giines etrafinda bir elips ¢izer.

3)ESNEK CARPISMALAR: iki pargacik arasindaki ¢arpismada kinetik enerji kayb1 yoksa,
yani kinetik enerji korunuyorsa, bu ¢arpisma esnek carpismadir. Esnek ¢arpigsmalar atom ve niikleer
fizikte ¢ok Onemlidir. Pratikte yapilan ¢ogu deneylerde pargaciklarda biri laboratuarda durgundur
( veya hemen hemen durgundur). P,=0 oldugu bu ¢er¢eve laboratuar ¢ergevesidir. Gelen pargacigin
laboratuar momentumu P, ¢arpismadan sonraki momentumlari q; ve q» ile ve sagilma ve geri tepme
acilarini da 0 ve a ile gosterelim. Bu durumda q;=(m\/m,)p*+q*, q:=p*-q* yazilabilir. Burada *
kiitle merkezini belirtiyor. Lab c¢ercevesinde pi=qi+q. dir. Geri tepme agis1 ve geri tepme
momentumu; a=(1/2)(n-0%*), q:=2p*.sin(0*/2) ile verilir. Buna goére hedef pargaciga aktarilan Lab
kinetik enerjisi T>=(q,*/2m,) olur. Buradan da, aktarilan kinetik enerjinin toplam kinetik enerjiye

T 4
orani, ?2 = %Sﬁﬁ (0 */2) olarak bulunur.

4)KM VE LAB TESIR-KESITI: Bolim-4’de ¢ikardigimiz, dzdes N parcacikl, f akili

do dA
pargaciklarin hedeften uzakta, dA tesir kesitli bir dedektoriin algilama oran1 dw = Nf é? dir.

Burada do/dQ oran1 Lab diferansiyel tesir Kesitidir. Simdi zit yonlerden birbirlerine yaklagan
momentumlar1  esit biiyiikliikte iki parcacik demeti diisiinelim. Bu KM cergevesi ile dogrudan
ilgilenecegimizi belirtir. Demetlerden birindeki parcaciklarin a;, digerindekilerin de a, yarigapl sert
kiirelerden olustugunu varsayalim. Carpisma i¢in b<a=a;+a, olmalidir. Bu durumda c=ra’ olur.
do 1
b=a.sina=acos(0*/2), kat1 a¢1 da dQ*=sin6*d06*dp iken KM diferansiyel tesir kesiti ) = Zaz
olur. Kiigiik bir V hacminden sagilan parcaciklar1 kaydetmesi i¢in bir dedektér kurdugumuzda,



do dA

parcaciklarin sayilma orani dw :”1”2VV@LT olacaktir. Burada n; ve n, demetlerdeki birim

hacimlerdeki pargacik sayilari, v parcaciklarin bagil hizidir.

COK CIiSIMLI SISTEMLER

1)MOMENTUM; KUTLE MERKEZI HAREKETI: Kitle merkezinin konumu,

- R — 1 > .o
M _Zmi olmak iizere, R —ﬁzmi’”z‘ denklemi ile tamimlanir. Toplam momentum da

P = Zmzﬁ =MR olur. Bu, kiitle merkezine yerlestirilen, M kiitleli bir pargacigin momentumuna

l

esittir. Bu durumda momentumun degisme hizi P=MR= ZF i seklinde sadece dis kuvvetlerin

toplamina esit olur.

2)ROKETLER: Yalitilmis bir sistem i¢gin, momentumun korunumunun kullanilmasina 6rnek
olarak, bir roketin hareketini inceleyelim. Roketin kendisine gore u hizi ile madde plskiirttiigiinii
varsayalim. Madde piiskiirtme orani sabit olmayabilir. Belli bir anda roketin kiitlesi M hiz1 v olsun.
Kiiclik bir dm kiitlesinin piiskiirtiildiigiinii veya atildigim1 géz Oniine alalim. Bu kiitlenin
puskiirtiillmesinden sonra roketin kiitlesi; dM=-dm olacak sekilde azalir ve hiz1 v+dv olacak sekilde
artar.

momentumun korunumu; (M-dm)(v+dv)+dm.(v-u)=M.v esitliginin yazilabilmesi demektir. ikinci
mertebeden terimleri ihmal ederek; M.dv=u.dm elde edilir. Bu baginti dM=-dm bagintisiyla

d M
birlestirildiginde & Y olur. her iki tarafin integrali alinarak Y = —InM + sabit bulunur.
u u

Baslangicta M=M, oldugundan integral sabiti, InM, bulunur. Buradan da roketin kiitlesin hiza baglh
degisimi M = M, e_Tv bulunur. Bu baginti, roketin hizinin, madde piiskiirtme hizina erise bilmesi

i¢cin kiitlenin 1/e kadar1 hari¢, tamaminin roketten atilmasini gostermektedir. Roketin hizi, kiitle
atilma oranina degil de, piiskiirtiilen maddenin (gazin) hizina ve ilk kiitlesinden ne kadar atildigina
baglidir. hizlanmanin ¢ok kisa bir siirede olmasi, ya da daha uzun bir zamana yayilarak, daha
yumusak bir hizlanma saglanmasi arasinda fark yoktur. (hizlanma siiresinde rokete baska
kuvvetlerin etkimedigi varsayillmaktadir. Yercekimi tarafindan siirekli engelleneceginden, uzun
stiren ve yavas bir hizlanma ortaya koyan bir roketle diinyadan kurtulmaya ¢alismanin gereksizligi
aciktir.)

Gezegenler arasi ucuslarda, roketler normalde ¢ok kisa siirelerle kullanilir. Bu kisa siireler
arasinda, uzay gemisi serbest bir bolgeye hareket eder. Roketin atesleme siiresi, roketin konumunda
degisiklik yapmayacak kadar kisa ise, hizin, her seferinde ani olarak degistigi kabul edilebilir. Bu
ani degismeler hiz limitleri (impulslar) olarak bilinir. Belli bir yiikii tasimak i¢in tasarlanan bir
roket kiitlesinin, verilen bir piiskiirtme hizindan bulunmasi i¢in gereken anlamli biiyiikliik, bu hiz
limitlerinin toplamidir (buradaki toplam skaler toplamdir). Ornek olarak, diinyadan kurtulmak igin
gereken hiz limiti 11 km/s dir. Uzaya yeniden doniisteki yavaslama, atmosferik stirtlinmelerden 151k
roketinin kendisi tarafindan saglaniyorsa, bu 22 km/s olur.

3)ACISAL MOMENTUM; MERKEZI iC KUVVETLER: Parcaciklar sisteminin

toplam acisal momentumu J :Zmi’ix’ji ile verilir. Bu ifadeden J’nin degisme hizi ise

1

J = Z Zf XF, + Z?, x F, seklinde i¢ ve dis kuvvetlere bagl olarak bulunur. r=r-r, ve F=F,=-F»,
i i



alirsak J’nin degisim hizindaki ilk terim (i¢ kuvvetler-ki bunlarin merkezi oldugunu varsayiyoruz)
sifir olur, J= Z?ixﬁ;i )

Cogu kez, kiitle merkezinin ve kiitle merkezine gore bagil hareketin J’ye katkilarim1 ayirmak
kolaylik saglar. Pargaciklarin, kiitle merkezine r* gore konumlar1 7, = R+ 7, seklinde tamimlanir.

Kiitle merkezinin kendine gére konumu sifir oldugundan, J i¢in, j — /R x R+ J * ifadesi bulunur.

4)DUNYA-AY SISTEMI: Acisal momentumun korunumuna ilging mir érnek olarak, diinya
ve aydan olusan sistemi goz Oniine alalim (diger gezegenlerin etkisini ihmal edip, giinesin yerini
sabit aliyoruz). Sistemin agisal momentumu, J* kiitle merkezine gore agisal momentum olmak

tizere, J = MR x R + J * olur. Her cismin kendi merkezi etrafinda donmesinden kaynaklanan agisal
momentumlar J,* ve Jo*, yoriinge acisal momentum pi x7 ise, sistemin kiitle merkezinin agisal

momentumu  J* = W7 x Ty v * 4] ¥ olur. Acisal momentum J=Lw seklinde eylemsizlik

2
momentine baglidir. Diizgilin yogunlukta ve r yarigapl kiire i¢in eylemsizlik momenti / = s mr® dir.

Aslinda yerin yogunlugu merkeze dogru arttigindan, I yaklasik olarak 0,33mr* dir. Dolayisiyla, kiitle
merkezine gore toplam agisal momentum, Q aym yoriinge acisal hizi olmak {izere,
J*=pa’Q+0,33mr’w olur. Agisal hizlari, w nin bilinen w, degeri cinsinden ifade etmek uygun olur.

2
Q
m/p=82,3 degerini  kullanarak, korunum yasasini (a] —+27,2.1 =160  seklinde
r) w, w,
yazabiliriz.Denklemin sag tarafindaki sabit; a/r=60,3 ve Q/w¢=0,0365 degerleri kullanilarak elde
edilmistir.

5 ENERJI VE KORUNUMLU KUVVETLER: Bir parcaciklar sisteminin kinetik

. 1 .
enerjisi, kiitle merkezinin kinetik enerjisini de igerecek sekilde, T = EMRZ +Z Emﬂ’ *! olarak

yazilabilir. Kinetik enerjisinin degisme hizi r :Z’?Fy +Z’3F i seklinde yazlabilir. Eger

cismimiz kati cisim ise, r sabit olacagindan, i¢ kuvvetler is yapmaz. Bu durumda tiim i¢ kuvvetler
korunumludur kabullenmesi yapabiliriz. Ancak iki parcacik arasinda F kuvvetini veren bir i¢
potansiyel olmalidir. Bu durumda, toplam i¢ kuvvetlerin is yapma hizi, Vi, in degisme hizinin (-)

d g
isaretlisine esit olur ve bdylece E(T +V,«§)= ZF,«-F,- bagintis1 elde edilir.

. d oL oL
6)LAGRANGE DENKLEMLERI: Bu denklemleri béliim-3’de ¢ikardik, Z(ﬁ) = a ,
o=1,2,3,...... 3N. Ornek olarak homojen gravitasyonel alan, g den kaynaklanan dis kuvvet
durumunu ele alalim. buna kars1 gelen potansiyel enerji fonksiyonu; Vie = _Z m,g.r; =—MgR

seklindedir. Lagrange denklemi, ii¢ adet R ve r* koordinatlar1 cinsinden (bunlardan 3N-3 tanesi
I . |
bagimsizdir) ; L= EMRZ +Mg.R+ Zimr ** —V . bulunur. Vi, yalnizca r-r=r*-r;* m fonksiyonu

1

oldugundan, yalniz R ve r* ye bagh terimlere ayrilabilir. Gravitasyonel alanin homojen olmasi
durumunda; kiitle merkezinin hareketi ve kiitle merkezi etrafindaki hareket arasinda bir ¢iftlenim

.. 1. .
olmaz. Ozellikle enerji i¢in iki farkli korunum yasasi vardir. Bunlar; EMRZ — Mg .R = sabit ve

T*+V=sabit olarak ifade edilen yasalardir.



RIJIT CISIMLER

1)TEMEL PRENSIPLER: Onceki bolimlerde kullamlan gdsterimi, kati cisimdeki
parcaciklar iizerinden toplami ifade eden i yi atarak basitlestirmek uygun olur. Bdylece, cismin

acisal momentumu J = Zm? X F , kiitle merkezinin momentum hizi P = MR = Zﬁ , acisal

momentum hiz1 J = ZF x F', kinetik enerjinin degisme hizi T = ZF F (rijit cisimde i¢ kuvvetler
is yapmazlar) olur. Dis kuvvetlerin korunumlu olmasi halinde, T+Va=E=sabit enerji korunumuna
goturtr.

2)SABIT BIR EKSEN ETRAFINDA DONME: Simdi bu temel denklemleri, sadece
sabit bir eksen etrafinda serbestce donmekte olan bir kat1 cisme uygulayalim. Bu eksen z-ekseni
olsun, ayrica orijinin konumunu &yle secelim ki kiitle merkezinin z koordinati sifir olsun. Bunun
icin silindirik kutupsal koordinatlar1 kullanmak uygundur. Burada her bir noktanin z ve p
koordinatlar sabit, ¢ koordinat1 ® =w seklinde degisir. Dénme ekseni etrafinda agisal momentum

J.=Y mpy,=Iw olur. Burada I=Xm.p>, z-cksenine gére eylemsizlik momentidir. I sabit

oldugundan, acisal momentumun hizi J = I = Zp .F, olur, ki buna cismin hareket denklemi
denir. Cisim i¢in denge sart1 ise sag tarafm sifir olmasidir. Bu durumda cismin kinetik enerjisi T=

(1/2).1.w? olur. Kiitle merkezi i¢in P MR Z F momentum denklemi donme eksenindeki teki
kuvvetmln belirlenmesine yarar. Eksen iizerinde cisme etklyen kuvvet Q ise, momentum denklemi
P MR Q+ZF olur. Kiitle merkezinin ivmesi ise R Wx R+ wx (Wx R) olur. Burada birinci

terim, ¢ ylniindeki tegetsel ivme, ikinci terim p yoniindeki radyal ivmedir.

Simdi 6rnek olarak bir bilesik sarkaci (duvara asilmis bir mil etrafinda serbest¢e donebilen bir metal
pul) ele alalim. Mil z ekseni yoniinde, sarka¢ diizlemi ise xy diizlemi olsun. R vektoriiniin x ekseni
ile yaptigt ac1 ¢, z eksenine gore eylemsizlik momenti I ise, sarkacin hareket denklemi
Ip =—-MgRsing olur. Burada dikkat edilirse, bu L=I/MR boyunda basit bir sarkacin hareket
denklemidir. Mile etki eden tepki kuvvetinin bilesenleri ise; Q=0, Q,=-Mgcos@-MRp’?
Q,=Mgsing+MRo’’ olur.

3)ACISAL MOMENTUMUN DIK BILESENLERI: Dénen bir cismin, kartezyen
koordinatlarda 7 noktasimin hizi; x=-w.y, y=wx, z=0 ile verilir. Buna gore J agisal
momentumunun bilesenleri J=I.w, J~=I,w, J~=L,w olur. Burada I, , z eksenine gore eylamsizlik
momenti, I, ve I, ise ikincil eylemsizlik momentleridir. I,=-> mxz, I,=-2 myz, L=)Xm(x*+y?)
dir. Iki ucuna m kiitleli iki cisim yapistiriliyor. Cubuk bir eksenle 0 acis1 yapmakta ve kiitlelerin
konumlari r ve —r dir. Bu durumda toplam J = 2m7 x (#x7) dir. Burada J, r ye diktir ve gubuk xz
diizleminde iken kiitleler +y yoniinde hareket ederler. Bu durumda agisal momentumun hem z, hem

de x bileseni olur. Boylece, ikincil momentlerin; 7 =-w/ I =wl_, I_ =0sifir olmadigi

v o 2
goriiliir. D1s kuvvetler yoksa w sabit olur ve G tam olarak merkezka(; cifti dengeler. Cubuk xz
diizleminde bulundugunda, sifir olmayan tek bilesen, y eksenine gore G,=I.,w*=-2mr*w’sin0.cos0
momenti olur.

4)EYLEMSIZLIGIN ANA EKSENLERI: Acisal momentum vektorii J , acisal hiz
vektorii w dan farkli yonde olabilir. Bununla birlikte bazi 6zel durumlarda I, ve Iy, ikincil
momentler sifir olur. Bu durumda z eksenine eylemsizligin ana ekseni denir. Bir cisim kendi kiitle
merkezinden gecen bir eksen etrafinda serbest¢ce dondiigii zaman, eksen iizerinde ne bir bileske
kuvvet, ne de bir ¢ift vardir. Ozellikle, xy diizlemi yansima simetrisi diizlemi ise, z ekseni ana eksen
olur. Bu durumda her hangi bir (x,y,z) noktasindan I, ve Iy ikincil momentlere katki, (X,y,-z)
noktasindan gelen katki tamamen bir birini gotiiriir... Simetri eksenine sahip cisimlerde (kiip,



kiire,...) bir birine dik {i¢ ana eksen bulunur ve bu eksenleri koordinat eksenleri olarak se¢cmek
avantaj saglar . Boylece, z-eksenini donme ekseni olarak kabul etmek durumunda olmayiz ve keyfi
bir yonelime sahip olarak aliriz. O zaman w ve J iiger bilesene sahip olur. J nin bilesenlerinin matris

J I I, I_|lw

X XX Xy Xz X
gosterimi; |J, |=|1, [, 1, ||w,| olur. Burada I matrisi bir tensér olup, eylemsizlik tensorii
JZ [Z.X IZy IZZ WZ

olarak adlandirilir. ikincil eylemsizlik momentlerinin L=l ..gibi, I matrisini esas kdsegene gore
yansimalarla degismez kilar. Bu 6zellige sahip I tensoriine simetrik tensor denir. sayet {i¢ koordinat
ekseninin ii¢li de simetri ekseni ise, bu durumda tiim ikincil momentler sifir olur ve I kdsegen
bicimlidir. Boylece J nin bilesenleri; J=Iuwx , Jy=I,yWy, J.=I,,w, seklinde basitlesir. Verilen herhangi
bir simetrik tensor icin, tensorii kdsegen yapan daima bir eksen takimi bulunabilir.Bulunan bir
birine dik eylemsizligin ana eksenleri boyunca e, €,, e; birim vektorleri tanimlamak uygun olur.
Buna gore, W= w,¢, +w,e,+w;e; ve J=Lw,eithwse,+lzwse; olur. Buradaki I, I, ve I; ‘c ana
eylemsizlik momentleri denir. T kinetik enerji de agisal hiz ve eylemsizlik tensorii cinsinden

T= ;.7 w yadaT = ;[ W+ ;I W+ ; I,w} seklinde ifade edilebilir.
5)EYLEMSIZLiK MOMENTININ HESAPLANMASI: Maddenin siirekli dagilimi

halinde, p(r) yogunluk olmak {izere, ana ve ikincil eylemsizlik momentleri;
L= [[[p)* +22)dr, 1, = [[[p()(=x)d’r seklindedir.

a)Orijin kaymasi: Kiitle merkezi orijin kabul edilerek bulunan eylemsizlik momentleri * isaretli
gosterirsek (r=R-+r* kullanarak), keyfi bir eksene gore bulunan ana ve ikincil eylemsizlik
momentleri; L=M(Y*+Z)+w*, L=MXY+l* seklinde olur. Buna paralel eksen teoremi de
denmektedir.

b)Routh kural: Burada cisimlerin diizgiin yogunluklu ve ii¢ dik simetri diizlemli olduklari
varsayilir. Bu durumda ana eksenler koordinat eksenleri olarak alinir ve boylece eylemsizlik

momentleri [}*=K+K,, L*=K,+K,, L*=K+K, yazilir. Burada K _= J.J.J.p.zzdx.dy.dz, integrali

cismin V hacmi tizerinden alinir. Cismin kutlesi ise M :“J. p.dx.dy.dz dir. Simetri eksen

v

uzunluklarin1 2a,2b,2c ve tiim cisimlerin ayni tipte (diyelim elipsoidler), fakat farkli a,b,c
degerlerine sahip olduklar1 diisiiniildiigiinde M ve K, nin bu uzunluklara baglilig1 belirlenebilir.
x=a.f, y=b.k, z=c.r alinirsa M nin pabc, K, nin da pabc® ile orantili oldugu goriiliir. O halde, A
birimsiz say1 olmak {izere (oranti sabiti), bu tipteki tiim cisimler i¢in aym olan K=\,M.c?
yazilabilir. Buradan Routh kural,, [;*=M(A,.b*+ A,.c?), olacagini soyler. Bu kural diger iki ana
momentler i¢in de benzer ifadeler verir. a=b=c=1 6zel durumu igin A sayisi bulunabilir. 6rnegin

1
4
birim yaricapli bir kiire i¢in, K, =p J. _”Z *dxdydx = pjzzn (1-27)dz = 17; p olur. M=4np/3
|

oldugundan burada A,=1/5 dir. O halde elipsoid i¢in A=A,=A,=1/5 olur. Benzer hesaplamalarla,
dikdortgen paralel yiizlii i¢in 1/3, eliptik silindir i¢in (1/4,1/4,1/3) bulunur.

6)KUCUK BIR KUVVETIN EKSENE ETKISI: Buraya kadar, rijit cismin etrafinda
dondiigii eksenin sabitlenmis oldugunu varsaydik. Simdi, eksen iizerindeki sadece bir noktanin sabit
olmasi halinde, cismin nasil hareket edecegini inceleyecegiz. Gorecegimiz gibi, hizlica donen
cisimler, biiylik kararliliga sahip olurlar ki bu durum jireskop mantiginin temelini olusturur. Kati
cismin, sabitlenmis diizgiin bir mil etrafinda serbest¢ce donebildigini baslangicta ana eksenlerden biri

(varsayalim e;) etrafinda serbestce donmekte oldugunu varsayalim. Bu durumda agisal hiz w = weé,
ise, acisal momentum J =1 ,w olur. Dis kuvvetler sifir ise, agisal hiz sabit olur. Ana eksene bir 7

noktasinda kiiclik bir kuvvet uygulanirsa, cismin hareket denklemi j — 7 x F olur. Bu kuvvet,
eksenin yon degistirmesine sebep olur ve cisim e; eksenine dik kii¢iik bir agisal hiz bileseni kazanir.



Kuvvet ¢ok kiiclikse, eksene dik olan agisal momentum bileseni ihmal edilebilir ve denklem
jzlﬁ/zfxﬁ’ olur.

Bir doner top veya oyuncak jireskopta (topag), F = —Mgl€ olup R= Ré, konumundaki kiitle
merkezine etkir. Buna gore hareket denklemi 7, wé3= —Mg Re,x k yazilabilir. Bu esitlik é3 =Qxé,
e

3

seklinde de yazilabilmektedir. Burada Q= olup, diisey eksen etrafinda sabit agisal hizi

(presesyonal agisal hiz1) tanimlar.

7)BiR ANA EKSEN ETRAFINDA DONME KARARLILIGI: ¢,e..¢; ana eksenleri
cisimle birlikte doner. Boylece eger J icin onun eksenlere gore tanimlanan bilesenleri cinsinden
direkt bir ifade kullanmak istersek, bu bilesenlerin bir donen ¢erceve olusturdugunu hatirlamamiz

gerekir. Bu durumda J nin mutlak degisim hizi dJ | dt = ZF xF =G olur. Bagil degisim hizi ise,

j:]1w1é1+[2w2é2+13w3é3 olur. Iki degisim hiz1 birbirine C;J=j+vT/xj ile baghdir. Bu
t

denklem bilesenler cinsinden /W, +({,—1,)w,w, =G, olur ve 1,2,3 iin dairesel permiitasyonu ile
iki benzer denklem daha elde ederiz.

8)EULER ACILARI: Bir kat1 cismin sabit bir nokta veya kiitle merkezine yonelimi ii¢ ag1 ile
belirlenmelidir. Bu agilar ¢esitli yollarla secilebilir. Fakat en uygun bir secim Euler agilari olarak
bilinen bir takimdir. Bu agilardan ikisi eksenlerden birini diyelim ki €, iin yoniinii belirlemek igin
gereklidir. Bunlar, 0 ve ¢ kutupsal agilaridir. Ugiinciisii, cismin bu eksen etrafinda standart bir
konumdan doénmiis oldugu aciyr belirler. baslangicta cismin ejes,e; eksenlerinin sabit i,k
eksenleriyle ¢akisik oldugunu kabul edelim. ilk olarak k ekseni etrafinda bir ¢ agis1 kadar donme
yapilir. Bu, ii¢ ekseni (e”’, €’», k) konumuna getirir. Daha sonra e’, ekseni etrafinda bir 6 agis1 kadar
donme yapilir ki bu da eksenleri (e’1, €’,, €3) konumuna getirir. Son olarak ta e; ekseni etrafinda bir
v acist kadar donme yapilir. Bu islemde, her ii¢ ekseni (ei,e2,e3) konumuna getirir. Bu ii¢ Euler agis1
(9,0,y) iic (ei,e2,e3) ekseninin yonelimini belirlediginden, bunlar kati cismin yonelimini tamamen
belirler. Kati cismin agisal hizi, bu ii¢ a¢inin degisim hiziyla w = (plg + Gé'ﬁw@ seklinde hesaplanir.

Simetrik durumda, k = —sin® &' +cosb.e, , buradan da as1sal hiz
W=—¢sin0.8',+0.6',+4 +¢cos®)é, olarak bulunur. Cismin acisal momentum ifadesi
J=—1,¢sin0.&' +1,0.8',+1,( +¢cosb)é,, kinetik enerji ifadesi de
T=11¢"sin?0 +11,0% + 11,4 +¢cosd)” olarak bulunur.

LAGRANGE MEKANIGI

1)GENELLESTIRILMIS KOORDINATLAR; HOLOMONIK SISTEMLER:
Cok sayida N pargaciktan olusan bir kat1 cismi géz oniine alalim. biitiin par¢aciklarin konumlari, 3N
sayida koordinatla belirtilebilir. Bununla beraber bu 3N sayida koordinatin hepsi bagimsiz degisken
olmayip sistemin kat1 cisim olmasindan kaynaklanan bag kosullarina tabidir. Gergekte her
parcacigin konumu, tam olarak alt1 niceligin belirlenmesiyle tespit edilebilir: Ornegin, kiiyle
merkezinin ii¢ X,Y,Z koordinat1 ve yon belirleyen ii¢ ¢,0,y Euler agilar1. Bu alt1 nicelik, kat1 cisim
icin bir genellestirilmis koordinatlar takimini olusturmaktadir. Bu koordinatlar daha baska bag
kosullarina da tabi olabilirler. S6z konusu bag kosullart iki ¢esit olabilir: 1)Cismin bir noktasinin



konumunun sabitlenmesi (X=Y=Z=0), 2)Kiitle merkezinin sabit hizla hareket etmeye veya sabit
hizli dairesel hareket yapmaya zorlanmasi (X = v).

Bagimsiz olarak degisebilen koordinat sayisina sistemin serbestlik derecesi sayisi denir. Eger bag
kosullu denklemleri ¢6zmek ve koordinatlarin bir kismini yok etmek miimkiin olabiliyorsa-dyle ki
yok edilen koordinatlarin sayisi serbestlik derecesi sayisina esit olsun- boyle sistemlere holomonik
sistemler denir. Eger bu yok etme, zamanin agik fonksiyonlarini verirse, sistem zorlanmis sistem;
diger taraftan eger biitiin bag kosullar1 tamamen cebirsel iseler yani t denklemde (5=ri(q1,q2,...,t))
acikca goOziikmiiyorsa , bu durumda da sisteme dogal sistem denir. Genel olarak sistemin hiz

. - Or . O
fonksiyonu 7, = 6;% +5dir. Dogal sistem i¢in son terim sifirdir. Dogal sistem igin
a=l QQ

fonksiyon homojen kuadratik , zorlanmis sistem i¢in lineerdir. Simetrik kat1 cismin kinetik
enerjisi T = M(X> +Y>+Z)+ 11 *(¢>sin’0 +0°)+ LI, *@ +¢ cos0) olur.
2)LAGRANGE DENKLEMLERI: Lagrange denklemini 3.bolimde elde etmistik, simdi

bunu daha da genellestirecegiz. L=T-V Lagrange fonksiyonu i¢in Lagrange denklemi
df oL oL dir. Kinetik ji icin L denklemi d|or or + F, olur. Kuvvetl
—| —— | =< dir. Kinetik enerji i¢in Lagrange denklemi — | —— |=_—+ £, olur. etler
dr\0q, ) oq, 116 HALTEnS dr\0q, ) oq, R
ov d(&V

potansiyel enerjiden F, =———+— o0
9.

5 gt ] seklinde tiiretilip, korunumlu kuvvetler icin sagdaki
9

ikinci terim sifirdir.

3)BIR SIMETRIK TOPACIN PRESESYONU: Simetrik topag ii¢ serbestlik dercesine

sahiptir ve Euler agilar1 genellestirilmis koordinatlar olarak kullanilabilir. Bu topacin Lagrange
fonksiyonu L =11,(¢*sin’0 +0%)+17,(y +¢cosd)’ —MgRcosd olur. Buna gore; 0 igin
Lagrange denklemi 119" =10 ?5in0.cosO — I,(y +¢cosO)p.sin® + MgR.sinO dir. ¢ ve y ic¢in

d [[,¢sin’0 +1,(y +¢ cosO)cos0]=0,

genellestirilmis momentum degisim denklemleri; o

E[[3 (W +¢ cos0)] =0 olur. Son denkleme gore, ws agisal hizinin simetri eksenine gore bileseni

sabittir, Wy =\ +@ cosO = sabit. Kararli presesyon durumunda, topacin ekseni, diisey dogrultusu

etrafinda sabit ¢ =€ acisal hiziyla presesyon (yalpalama) hareketi yapar. Bu durumda w; ve Q
arasindaki bagint1 [;QQ? cos0-I;w;Q+MgR=0 olur. sinO#0 durumunda, w; iin ¢ok biiyiik degerleri i¢in

MgR
Q 5%, gravitasyon c¢ekim kuvvetinin ithmal edilebildigi hizli presesyon durumunda ise
3773
[3W3 ce . . 1 g C e e .
= 7 cosO dir. ws lin kiigiik degerleri i¢in bu yaklasik ¢coziimler yeterli degildir, 0<mn/2 egimi i¢in
1

kararl pereseyonun var olabilecegi ve > ws*=4];MgRCos0 ile verilen w; i¢in bir minimum degeri
vardir. Bu sistemin (topag, bilesik sarkac) daha genel hareketi, Hamiltoniyen yoOntemleri
kullanilarak da bulunabilir.

4)BIR EKSEN ETRAFINDA DONMEYE ZORLANAN SARKAC: Bir ucunda m

kiitlesini tagtyan 1 uzunlugunda hafif bir cubuktan ibaret bir sarka¢ diigiinelim. Bu sistem, konumu 6
ve ¢ ile belirtilen, iki serbestlik dercesine sahiptir (0=0 denge konumu). Sitemin Lagrange

fonksiyonu L =1ml*(@> +¢>sin’0)—mgl(1-cos0) olur. G torku tarafindan yapilan is SW=G&¢
. d ..
oldugundan, Lagrange denklemleri ml0 = mi*¢° sin® cos® —mglsin® ve E(ml *psin’0)=G

olur. G torkunun sistemi diisey dogrultu etrafinda ¢ = w sabit agisal hiziyla déndiirmeye zorladigini

varsayarsak, Lagrange fonksiyonu L = ml/ . (9 > +w’sin’0)—mgl(l1-cos®) olur. Bu Lagrange



fonksiyonunu tiirevli (T’) ve tlirevsiz (-V’) olarak iki kisma ayirdigimizda (L’=T"-V”), birinci terim
salimimi ikinci terim ise merkezkaci gosterir. G torkunun i¢ yapma hizi Gw olup,

:th(T +V)=Gw= jt(mlzwz sin* 0 ) bulunur.
5)ELEKTROMANYETIK ALANDA YUKLU PARCACIK: Bu durum korunumlu

olmayan kuvvetin en onemli drneklerinden biridir. Yiki q olan bir parcacigin E elektrik ve B
manyetik alanda hareket ederken pargaciga etkiyen kuvvet F = g(E + v x B) esitligiyle verilir. Bu

kuvvetin x bileseni F, =¢E +q(yB, —zB ) dir. Kuvvetin diger iki bileseni de , benzer olarak
x,y,z’nin sirali permiitasyonlar1 ile bulunur.  Elektrik alami skaler ve vektorel potansiyele
E=-VO® —ZA seklinde baghdir. Burada A ise B manyetik alanina B =V x 4 seklinde baghdir.
it

Elektromanyetik alan etkisindeki bir parcacigin hareket denklemleri, Lagrange fonksiyonunun
L=1mi* +qr.A(F,t)— q®(7,1) ile verilen bigimini kullanilarak da elde edilebilir. Buradaki
genellestirilmis momentum P = m7 + qu seklindedir. Silindirik koordinatlarda Lagrangian
fonksiyonu L = ;m(p ‘1 plpt 27+ q(pA, +pod, +24.) — qP bigimindedir.

6)GERILMIS TEL PROBLEMI: Bu problem sonsuz sayida serbestlik derecesine sahip bir

sistemi ornekler. Tel, L uzunluklu ve birim uzunlugunun kiitlesi m olan, iki ucu bagh ve F kuvveti
ile gerilmis olsun. Telin kii¢iik enine salinimlarini inceleyelim. Telin konum foksiyonu y(x,t) ve ¢cok

l

kiiglik dx elemanimin kinetik enerjisi § (pdx) ¥ dir. Telin toplam kinetik enerjisi 7 = j% wdx | telin
0

1 uzunlugunun Al kadar artirilmasiyla gerilmeye kars1 yapilan is (FAI), yani telin potansiyel enerjisi

i ]
V= I%F -»'? dx dir. Buradan Lagrange fonksiyonu L = I (A w* =3 F.y”)dx olur. Burada y’=dy/dx
0 0

!
dir. Bu Lagrangian denklemi L= jL(y, »,¥')dx  olup, integral igindeki L fonksiyonuna
0

oL
Lagrangian yogunlugu denir. Buradan Hamilton prensibi kullanilarak, Lagrangian i¢in 5 =0,
6L . 8L ' . J ) : 3 F "
P W, & =—Fy" denklemleri elde edilir. Buradan da tel i¢in Lagrange denklemi ¥ = (\,)y
y

elde edilir. Bu denklem bir boyutlu dalga denklemidir. Bu denklemin ¢oziimii y=f[x+(F/)"*t]+ g[x-
(F/w)"*t] seklindedir.

KUCUK SALINIMLAR VE NORMAL KIPLER

1)ORTOGONAL KOORDINATLAR: Burada tartismalarmizi , kinetik enerjinin
41-45,----q, lerin homojen kuadratik fonksiyonu oldugu dogal sistemlerle sinirlandiracagiz. Ornegin;
n=2 i¢in kinetik enerji ifadesi T = 1a, ¢} +a,4,4, +1a,,q; olacaktir. Buradaki a katsayilari q’lerin
fonksiyonlar1 olacak, q’lerin yeterince kii¢lik degerleri i¢in bu bagimlilik ihmal edilebilir ve a’lar
sabit alinabilir. Egrisel koordinatlarda belirlenen bir parcacik i¢in, koordinat egrileri her zaman dik
acilarla kesisiyorlarsa, ortogonal koordinatlar adini alirlar. Bu durumda kinetik enerji kareli
terimler icerir. Koordinatlar her zaman ortogonal secilebilirler ve bu se¢cim 6nemli basitlestirmelere



yol agar (6rnegin q’;=qi+(aix/ai)q. ). Buna gore kinetik enerjiyi her zaman 7 = Z%qj olarak
a=1

standart sekle indirgenebilir.

Buna bir 6rnek olarak bir cifte sarkagi ele alabiliriz. Cifte sarkag, L uzunlugunda M kiitleli sarkag
ile, ona asili 1 uzunlugunda ve m kiitleli ikinci bir sarkagtan olusur. Her hangi bir anda birinci
sarkacin diiseyle yaptig1 ac1 0, ikinci sarkacin ise ¢ dir. Sistemin sadece diisey diizlemdeki hareketi
icin kinetik enerji de T =1 ML®’ +%m[L29.2 +1°¢* + 2LI10¢ cos(e —9)] olur. 0 ve ¢’nin kiigiik
degerleri i¢in cos(p-0)=1 alinabilir. Kiiciik agilar i¢in, aslinda, sarkacglarin yer degistirmeleri x=L0
ve y=L0+lo seklinde ortogonal ¢iftidir. Buradan da kinetik enerji T = 1 Mx* + 1 my’ sekline girer.

2)KUCUK SALINIMLARIN HAREKET DENKLEMI: Potansiyel enerjisi V, kinetik

enerjisi T olan pargaciklar sistemi i¢in hareket denklemi fia:—a olur. Denge sarti, denge

konumunda V nin n tane kismi tiirevinin tlimiintin sifir olmasidir. Koordinatlarin kiigiik degerleri
icin V seriye acilabilir. n=2 i¢in denge durumunda potansiyel enerji yaklasik olarak V=(1/2)

ki1qi*tki2qiqat(1/2)knq.®  seklinde olur. Buradan da hareket denklemeleri, ¢, = —k,,q, —k,q, ve
G, =—k,q, —k,q, olarak bulunurlar. Burada simetriden dolay1 k»=ki, dir. Buna gore ¢ok daha

genel  durumda  hareket  denklemleri ¢, = —Z kg veya  matris  yazilisiyla
B=l

78 ki k, .k, |lq
qZ _ k21 k22 °* k2/1 qZ I e . o _ae . .
= . olurlar. Ornegin cifte sarkag durumunda, kiiclik acilar i¢in hareket

Qn knl kn 2 o k qn

nn

g

)'C' _ M+m _ mg mg X
denklemleri, [}:{ CA AN M;M } olarak bulunur.

y i LY
3)NORMAL KIPLER: ILdereceden n tane diferansiyel denklem giftinin genel ¢oziimii,
baslangi¢ durumlariyla tayin edilen, 2n tane keyfi sabiti icermelidir. Salinim hareketlerinde bu genel
¢ozlimii bulmak i¢in, genelde, biitiin koordinatlarin ayn1 w frekansi ile salindig1 kabul edilir. Buna
gore A’lar komplek sabitler olmak iizere koordinatlar g, = 4,e™ alinir. Béyle ¢dziimlere sistemin

saliniminin normal Kipleri (modlari) denir. n tane A, genlikleri i¢in, n tane lineer denklem takimi

.- . . ki k|| 4 _ 2 4 o .
elde edilir. n=2 durumu icin bu denklemler ] =-w olarak yazilabilir. Bu 6z
k21 k22 AZ AZ
deger denklemi olarak bilinir. Sifirdan farkl ¢oziimler i¢in bulunan w* degerlerine, ko5 elemanli
2x2 matrisinin 6z degerleri ad1 verilir. A, lardan olusan siitun vektorii, matrisin bir 6z vektoriidiir.

k 1 1_W2 klZ Al 0
Buna gore matris denklemi i 2 {1 4 = 0 seklinde yazilabilir. Bunun ¢6zlimii i¢in
21 2 W 2

Lmatrisin determinantinin  sifir olmas1 gerekir. (k,—w’)(k,, —w’)—k, =0 buna sistemin
karakteristik denklemi adi verilir. Bu denklemin diskriminanti1 pozitiftir, bu nedenle iki gergek
kokii vardir. Kararlilik igin her iki kokte pozitif olmalidir. - gibi bir negatif kok q,=Aqe"+B.e™
seklinde bir ¢oziim verir. Burada A, ve B, , -y* 6z degerine karsilik gelen, 2x2 matrisin 6z
vektodrlerini kuran katsayilardir. ki vektoriin bir birine esit oldugu dejenerelik disinda, A ve B
katsayilar1 birbirleriyle orantilidir. Normal kip ¢6ziimiiniin fazini ve genel genligini tayin etmek i¢in
kullanilan A; ve A, bir ortak, keyfi karmasik c¢arpani vardir. Boylece her normal kip ¢oziimii iki
keyfi gercek sabiti icerir. Hareket denklemleri lineer oldugundan, ¢oziimlerin lineer toplamlar1 da
bir ¢oziimdiir. Bu durumda genel ¢oziim, basit¢e, iki normal kip ¢oziimiin list liste gelmesidir.



Coziimler, w* ve w’? nin kéklerinin ¢, = 4,e™ + A'e™" ve g, = A,e™ + A'e™" gergek kisimlar

olarak yazilabilir. Cifte sarkacin karakteristik denklemi w* —M(% + %)W2 + %% =0 olur. Bu

M
denklemin kokleri, iki normal kipin frekanslar1 olur. M>>m ise, 1 ve L’nin birbirine ¢ok yakin
olmamasi kaydi ile, yaklasik olarak, w=g/l, AJ/A,=(m/M)(L/I-L) ve w*=g/l, A/A,~=(L-1)/L gibidir.
Birinci kipte istteki sarka¢c hemen hemen hareketsiz iken, alttaki dogal frekansi ile salinmaktadir.
Ikinci kipte frekans, iistteki sarkacin dogal frekansi ile ayni, genlikler ise birbirine yakindir.

M<<m olmasi durumunda normal kipler, yaklasik olarak, w’=g/(L+l), AJ/A,=L/(L+]) ve w’=(m/M)
(g/L+g/l), AJ/Ay~=-(m/M)(L+1)/L gibidir. Birinci kipte, sarkaclar L+1 uzunlugunda tek bir sarkac gibi
salinirlar. Ikinci kipte iistteki sarkag ¢ok hizli salimirken, alttaki hemen hemen hareketsiz kalir.

4)CIFTLANIMLI SALINICILAR: Yaklasik olarak birbirinden bagimsiz, fakat ikisi
arasinda bir tiir oldukca zayif bir ¢iftlenim olan iki veya daha fazla harmonik salinicilar, ¢iftlenimli
salinicilar olarak diisiiniilebilir. Iki sarkac ve bunlar1 baglayan bir yaydan olusan sistem, buna iyi bir
ornek olusturur. Her birinin kiitlesi m olan boyle bir sarkag¢ sisteminden, I.sarkacin diiseyden agilma
miktar1 (yer degistirmesi) x, ikincininki y ise, kinetik ve potansiyel enerjiler yaklasik olarak;
T=1m(x*+3) ve V=>L1mw;(x>+y*)seklinde olur. Burada w; =g// ciftlenim olmadig
durumda serbest salinim frekansidir. Simdi yayin potansiyel enerjisini de hesaba kattigimizda, yayin
bir ucu sabit iken diger ucundaki m kiitlesinin agisal frekans1 w> =k/m iken, Potansiyel enerji

V= %m(wo2 + wf )x® + yz) - mwf xy olur. Bu durumda normal kip denklemi
wows o —wl (A A - o NP,
) ) , | =w dir. Karakteristik denklemin ¢oziimleri AJ/A,=1 i¢in w=w,

- W Wy +W; Ay Ay

ve AJ/A,=-1 igin w’=w¢*+2w,’ olur. Sarkaglar birinci kipte ayn1 genlikle ayni yonde, ikincisinde ayni
genlikle zit yonde salinirlar. Genel ¢6ziim, bu iki normal kipin iist liste gelmesidir ve w”=wy*+2w,’
olmak iizere, x = de™" + A'e™" ve y = Ae™" — A'e™" lerin ger¢ek kismi olarak verilir. Buradaki A
veA’ sabitleri baslangic kosullarina gore tayin edilir.

5)iP UZERINDEKI PARCACIKLARIN SALINIMLARI: (n+1)L uzunlugunda, hafif,

F kuvveti ile gerilmis ve iizerine esit L araliklar ile dizilmis n tane m kiitleli pargacik bulunan ipi
ele alalim. Pargaciklarin enine salinimlarini inceleyelim. Bunun i¢in genellestirilmis koordinatlar
Vi,¥2,.....¥n yer degistirmeleri seklinde olsun. Bu durumda, koordinatlar ortogonal oldugundan,

kinetik enerji T =1m(y} + 5 +.....+ y}) dir. Yo=yan =0 alindiginda, F ip gerilmesi olmak iizere,
ipin potansiyel enerjisi ¥ =L [3 + (1, = 3,)° +eoreene. +(y,~y,)>+v:] olur. Bu durumda

F F F
hW=——C2+y,) V= 2y+y),..... Y, = (¥, +2¥,) seklinde Lagrange hareket
mL mL mL

denklemleri elde edilir. W¢>=F/mL almip, y=A;e™ normal kip ¢6ziimii yerine konuldugunda,

2w2 —w? 0 .0 0 p P
_ 2 2 2 1 1
w; 2wy —w” .. 0 0 4, | 4,
=w denklemleri elde edilir. n=1 igin
A A
0 0 0 —w, 2w, —w’ |

w=2w,’ olmak iizere tek bir normal kip vardir. n=2 i¢in karakteristik denklem (2wy*-w?)*-w,'=0
gibidir ve w’=w¢?, Ai/A, ve w=3w¢’, Ai/A,=-1 olarak iki normal kip elde edilir. n=3 i¢in de

w? = (2=/2)w2, ArArzA=1:2)":1, W=2we ArAsAs=1:0:-1, w? =(2+/2)wl, ArAsAs=1:-
(2)":1 seklinde ti¢ normal kip elde edilir. Benzer olarak n=4 i¢in dért normal kip...elde edilir.
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